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Quando lançámos o primeiro número da revista Ponto Fixo, em junho 
de 2019, já sabíamos que em abril de 2020 íamos receber no Técnico 
o 5º Encontro Nacional de Estudantes de Matemática (ENEMath). 
Nessa altura, discutimos duas hipóteses: aumentar a tiragem da 
primeira revista para poder dá-la aos participantes do ENEMath, ou 
confi ar que conseguiríamos ter uma nova edição pronta antes de abril, 
antecipando os prazos em relação a 2019. No fi nal, decidimos ter fé 
em nós próprios e comprometermo-nos com o objetivo mais exigente: 
receber os participantes do ENEMath com um exemplar do recém-
editado 2º número da Ponto Fixo.

Bom... Nalgum sentido, fi zemos a aposta certa. Esta revista teria 
sido distribuída no ENEMath em abril de 2020, se tivesse havido um 
ENEMath em abril de 2020. Mas, depois de um ano de trabalho, 
a pandemia obriga-nos a fi car em casa e a suspender o evento. 
Felizmente, isso não invalida o trabalho que fi zémos na revista que 
agora lançamos, como não podia deixar de ser, em formato digital.

Como responsável pelas atividades do Núcleo de Estudantes de 
Matemática do IST neste ano letivo e pela preparação da edição do 
ENEMath que não chegou (ainda) a acontecer, quero aproveitar este 
espaço para agradecer a todos os que participaram nestes esforços. 
Para além disso, quero agradecer a todos os alunos, professores e 
ex-professores de matemática do IST que escreveram para esta revista 
e à Inês Guimarães e à Inez Wijnhorst, que aceitaram participar neste 
número embora não perteçam às categorias anteriores. Finalmente, 
quero agradecer especialmente à Ana Reis, que foi uma espécie de 
chefe de redação desta revista, para além de escritora, designer, 
revisora e pessoa globalmente competente.

O meu desejo era acabar este texto com a frase: para o ano há 
mais. Mas não me cabe a mim dar essa garantia. No próximo ano não 
serei eu, nem muitas das pessoas a quem aqui agradeço, a continuar 
o trabalho. Por isso, acabo antes com um apelo. Aos alunos de 
matemática do IST: continuem o que está a ser construído há 7 anos 
no Núcleo, acabem o que nós começámos e inventem coisas novas e 
melhores do que as que nós fi zemos. Têm de ser vocês a garantir que 
2020/21 é mais um ano de Núcleo, mais um ano de ENEMath e mais 
um ano de Ponto Fixo.

Pedro Silva
17 de abril de 2020



Geração 
de Talentos

Figura 1: Cartazes do programa Novos Talentos em Matemática 
e da Escola de Verão do programa, dos anos 2004 a 2012
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Para assinalar o novo século no Congresso Internacional 
de Matemática realizado em Paris no ano 1900, David 
Hilbert ofereceu uma lista de 23 problemas, os quais 
esperava que desafi assem os matemáticos do século XX 
e orientassem a evolução da matemática, em particular 
os interesses e a formação dos jovens. 

Na sequência do padrão proposto por Hilbert, a 
União Internacional da Matemática declarou o ano 2000 
como Ano Mundial da Matemática, contando-se entre 
os objetivos a determinação dos desafi os para o século 
XXI e a promoção da matemática pura e aplicada como 
uma chave para o desenvolvimento.

A maior fundação portuguesa, impulsionada pelos 
administradores Diogo Lucena e Eduardo Marçal Grilo, 
resolveu embarcar nessa dinamização mundial de ati-
vidades matemáticas lançando um programa inovador 
nessa área. Para a conceção desse programa, o diretor 
do Serviço de Ciência da Fundação Gulbenkian, João 
Caraça, recrutou os conselhos do matemático João 
Paulo Carvalho Dias, o qual veio a efetuar uma pro-
posta inspirada num modelo bem sucedido da École 

Normale Supérieure de Paris. Nesse modelo, jovens 
selecionados recebem uma formação complementar 
personalizada, auferindo de uma bolsa, paralelamen-
te aos seus estudos de mestrado numa universidade 
pública. Foi então formada uma pequena comissão 
científi ca coordenadora como equipa de matemáti-
cos para desenvolver um programa nesses moldes.

A escolha do público-alvo foi a primeira delibe-
ração: estudantes dos primeiros anos da licenciatura 
ou fi nalistas e de mestrado. A segunda opção parecia 
mais simples, pois facilitaria projetos mais ambiciosos 
com maior potencial para produzir trabalhos originais, 
resultando eventualmente nos cobiçados artigos. Foi, 
no entanto, eleita a primeira opção com argumentos 
de dois tipos. Por argumentos de princípio: quanto mais 
cedo se reforça, maior é o potencial impacto a longo 
termo. Um candidato a investigador faz as escolhas 
mais decisivas da sua carreira no momento em que se 
propõe iniciá-la, e um dos objetivos seria dar a uma 
nova geração de candidatos a matemáticos a possibi-
lidade de tomarem essas decisões de uma forma mais 
bem informada. E por argumentos práticos: evitou-se 
intervir demasiado na vida interna das universidades, 
pois as fases terminais das licenciaturas e mestrados 

Por: Ana Cannas da Silva
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já incluem trabalhos com orientadores, e evitou-se 
confl itos com movimentações que iam ser permitidas 
pelo acordo de Bolonha.

E assim se veio a lançar no outono de 2000 o Pro-
grama Novos Talentos em Matemática, com o objetivo de 
estimular nos jovens o gosto, a capacidade e a vocação 
de pensar e investigar em matemática. O cerne do 
Talentos (como é informalmente conhecido este pro-
grama) consiste em proporcionar a cada bolseiro a 
oportunidade de trabalhar em matemática durante um 
ano com um investigador. O contributo e dedicação 
desses investigadores, designados tutores, é o principal 
alicerce do programa. A atração desta possibilidade 
levou a que até houvesse projetos orientados à margem 
do programa, a pedido de estudantes não ofi cialmente 
selecionados.

O Programa Novos Talentos em Matemática procura 
ainda facultar ligações entre estudantes de topo de todo 
o país para fomentar massa crítica, alastrar a promoção 
da matemática a uma comunidade mais vasta de estu-
dantes e criar pontos de encontro para a comunidade 
matemática nacional, também com convidados interna-
cionais. Com esse intuito, o Talentos abarca encontros 
e semeou iniciativas ditas diagonais; ver artigo seguinte.

Desde a primeira edição, o Talentos realiza encon-
tros nacionais com a participação dos bolseiros, tutores 
e ilustres convidados, incluindo medalhados Fields. 
Pretende-se promover a excelência através do con-
tacto com a excelência. A partir de 2004, ampliou-se 
o encontro com uma escola de verão de uma semana, 
a qual desde 2011 passou a ser temática. Estas escolas 
visam complementar a oferta de formação científi ca e 
passaram a ser também frequentadas por estudantes 
internacionais.

Muitos dos ex-bolseiros vieram a tornar-se matemá-
ticos excecionais. Naturalmente, o seu sucesso não se 
fi cou a dever à sua participaçãoneste programa. Afi nal 
de contas, o seu potencial já era notável aquando da 
sua candidatura.

Talvez a longevidade do programa possa ser dada 
como testemunho do seu sucesso aos olhos da Fundação 
Gulbenkian. Inicialmente criado por quatro anos, este 
programa foi-se vendo renovado até atingir pelo menos 
os vinte. Passou desde 2007 a permitir alunos de outras 
licenciaturas, com vista a incitar interdisciplinaridade e 
aplicações. Aliás, em 2017, juntaram-se-lhe programas 
algo semelhantes, designados Novos Talentos em Tecno-
logias Quânticas e Novos Talentos em Inteligência Artificial. 
(Curiosamente, até o Novos Talentos FNAC é posterior 
ao Novos Talentos em Matemática).

Informações atuais sobre o Programa Novos Talentos 
em Matemática encontram-se em: www.math.tecnico.
ulisboa.pt/talentos/. ■

Figura 2: Cartazes do programa Novos Talentos em Matemática 
e da Escola de Verão do programa, dos anos 2013 a 2019
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As celebrações

Por: Gustavo Granja

O programa Novos Talentos em Matemática da Fundação Calouste Gulbenkian cumpre este
ano o seu vigésimo aniversário. Em lugar das tradicionais Escolas de Verão temáticas associadas
ao programa, vai ter lugar na Fundação Gulbenkian, de 31 de Agosto a 3 de Setembro, uma
celebração do aniversário do programa, que será seguida no dia 4 de Setembro pelo encontro
nacional dos bolseiros.
A celebração contará com cursos curtos pelos professores Marcelo Viana (IMPA) e Rahul
Pandharipande (ETH Zurique) assim como uma palestra pelo professor Persi Diaconis
(Stanford). As habituais sessões de problemas da tarde serão substituídas por comunicações
pelos seguintes antigos bolseiros que gentilmente aceitaram participar:
• Afonso Bandeira (ETH)
• Ana Rita Pires (Universidade de Edimburgo)
• Diogo Oliveira e Silva (Universidade de Birmingham)
• Gonçalo Tabuada (Universidade Nova de Lisboa)
• João Guerreiro (Alpha - Telefónica)
• Joel Moreira (Universidade de Warwick)
A festa incluirá ainda uma mesa redonda com antigos bolseiros onde se abordará as suas expe-
riências com o programa e o impacto deste na sua vida académica e profi ssional, assim como 
uma palestra de Matemática para o público geral que fi cará a cargo do professor Persi Diaconis.
O programa fi nal deverá fi car disponível em julho no URL:
https://www.math.tecnico.ulisboa.pt/talentos/.
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No ano 2000, Ano Mundial da Matemática, foi lançado 
pela Fundação Gulbenkian o Programa Novos Talentos 
em Matemática; ver artigo anterior. Já na génese desse 
programa, debateu-se a intenção de ter mecanismos 
que permitissem ao programa um impacto imediato mais 
abrangente. Nessa linha, ao longo da primeira década 
desse programa, vieram a germinar iniciativas chamadas 
diagonais para todos os estudantes de matemática:. Seminário Diagonal, desde 2000 no IST, no Porto e 
em Coimbra,. Colecção Diagonal, desde 2002, no IST,. Escola Diagonal, desde 2004, em Lisboa, também 
conhecida por Escola de Verão e. Oficina Diagonal, desde 2011, em Lisboa e no Porto.

E foi assim que, a 24 de outubro de 2000 no IST, teve 
estreia nacional o Seminário Diagonal com uma palestra 
por Luís Cruz-Filipe, então estudante do 5º ano da 
LMAC, intitulada Habilidades com Somatórios. Desde 
então houve centenas de palestras por todo o país, 
abordando temas da matemática pura, como combi-
natória, geometria, computação, teoria de números e 
estatística, e da matemática aplicada tocando a Medicina, 
a Economia, a Física, etc. Os oradores foram incentiva-
dos a aprofundar temas extracurriculares, desenvolver 
a arte de pensar e explicar com precisão e propagar o 
gosto pela Matemática.

O objetivo é sempre comunicar um tema inte-
ressante num estilo informal, sem exigir elevados

Duas Décadas de Diagonal
2000-2020

Quem quiser traz farnel!

Por: Ana Cannas da Silva
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conhecimentos prévios, mas preservando o rigor 
matemático.
Frequentemente, apresentaram-se títulos curiosos, 
tais como, Cripto Quê? (por Pedro Adão, LMAC 4º ano, 
2001), ou  Muito Complexa, Muito Linear (por Joana 
Santos, LMAC 2º ano, 2003), ou Cadeias e Polícias (por 
Paulo Varandas, UPorto 4º ano, 2002). Como treino, 
os oradores fazem um ensaio com pelo menos um dos 
organizadores para conferirem se estão prontos para o 
seminário ou poderem ajustar a sua palestra com base 
no feedback recebido. Daqui se vê também o empenho 
dedicado dos organizadores.

Apesar de iniciativas distintas e não ofi cialmente 
ligadas, o Seminário Diagonal e o Programa Novos Talentos 
em Matemática constituem uma simbiose. O  Programa 
ajuda com os seus bolseiros a fornecer ao Seminário 
oradores e audiência. O Seminário permite a projetos 
do Programa um veículo de divulgação, servindo muitas 
vezes de primeira meta dos trabalhos, e permite a 
bolseiros a oportunidade de ganhar experiência de con-
ferência. Afi nal de contas, ambos Seminário e Programa 
empenham-se nas gerações futuras de matemáticos.

Contrastando com a oferta de palestras de divul-
gação de matemática por matemáticos profi ssionais, o 
Seminário Diagonal sempre ambicionou ser um fórum 
de alunos. A sua principal norma é que as respetivas 
palestras sejam dadas por alunos e dirigidas aos seus 
colegas alunos. O seminário permitiu a muitos alunos 
terem a sua primeira experiência como oradores de 
uma palestra, assim como de contactarem com tópicos 
não abordados nos cursos, pois foi criado cerca de uma 
dúzia de anos antes do NMATH e das atuais disciplinas 
de seminário. Como produto secundário, editaram-se 

na primeira década três volumes de proceedings, aos 
quais se vieram juntar um volume de proceedings de 
uma Escola Diagonal e um volume de celebração dos 
10 anos, permitindo a oradores tornarem-se também 
autores de um artigo diagonal.

Enquanto seminário informal à hora do almoço 
(com o convite  "quem quiser traz farnel"), o Seminário 
Diagonal fornece ainda uma plataforma de encontro 
para estudantes - na era digital, tais oportunidades de 
socialização entre colegas ao vivo, tornam-se ainda 
mais preciosas para uma verdadeira educação superior.

Mais uma vez e sempre, todos os estudantes inte-
ressados em Matemática são convidados a participar 
no Seminário Diagonal. Manifestamente, o  Seminário 
Diagonal não aconteceria se não fosse toda a sua equipa 
sempre em saudável renovação e demasiado vasta para 
aqui ser nomeada: oradores, organizadores, audiência 
e até patrocinadores. Informações actuais sobre este 
seminário no IST encontram-se em math.tecnico.ulisboa.
pt/diagonal/.

Por agora, comemoramos os 20 anos do Seminário 
Diagonal, os 30 dos primeiros licenciados pela LMAC, 
os quase 110 do IST, os 500 da viagem de Magalhães, 
etc. Aniversários são instantes simbólicos para refl etir 
a partir da fugaz fronteira entre o passado e futuro. Os 
estudantes de matemática da LMAC têm-se afi rmado 
como população dinâmica, vanguardista e bem sucedida. 
Os prognósticos apontam um excelente futuro para a 
matemática. Os estudantes da LMAC, em particular os 
organizadores do Seminário Diagonal, enfrentam agora o 
desafi o de escolher o rumo para a iminente nova década. 
Como fazer o Seminário corresponder aos desafi os de 
interdisciplinaridade? Como fi rmá-lo como modelo de 
boa exposição? Como partilhá-lo além do IST? ■

Aniversários são instantes simbólicos
para refl etir a partir da fugaz fronteira entre

o passado e o futuro.
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A bruxa
   de Agnesi

Por: Inês Guimarães
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ideia, Pietro viu-se forçado a conceder-lhe três desejos: 
permitir que ela vestisse roupas simples, não a obrigar 
a frequentar eventos sociais da nobreza e deixá-la ir à 
igreja sempre que quisesse. Embora Maria vivesse num 
palácio aristocrata, estabelecia um contacto diário com a 
miséria, prostituição e enfermidade que pautavam aquela 
época de depressão económica, tendo-se voluntaria-
do para cuidar de mulheres com poucos recursos ou 
debilitadas. Chegou até a construir um abrigo para os 
pobres, doentes e sem-abrigo, realizando várias ações 
de caridade para com eles.

Relativamente aos seus estudos, a matemática foi 
sem dúvida a ciência que esta mulher colocou à frente 
de todas as outras, optando por embarcar num projeto 
ambicioso: redigir uma introdução sistemática à álgebra, 
geometria analítica e técnicas do cálculo diferencial e 
integral recentemente desenvolvidas. Nasceu então o 
livro Instituzioni Analitiche ad Uso della Gioventú Ita-
liana, exibindo uma escrita clara e direta, justifi cações 
sucessivas e detalhadas, e exemplos relacionados com 
o dia-a-dia — introduzindo os números negativos e 
positivos através da analogia a débitos e créditos, por 
exemplo. A sua visão do cálculo era profundamente 
geométrica e desligada da mecânica racional e da física 
experimental, algo atípico para a altura. Para Gaetana, 
os conceitos e métodos fundamentais da álgebra e do 
cálculo eram importantes, pois podiam ser aplicados 
na resolução de problemas geométricos e no estudo de 
curvas interessantes. Uma das curvas por ela conside-
rada é a versiera, que nunca atraíra muito a atenção dos 
estudiosos, tendo em conta que não estava associada a 
nenhum fenómeno físico ou mecânico. O seu interesse 
residia somente na vertente geométrica. O matemá-
tico Guido Grandi tinha-lhe atribuído a designação 
de versiera porque o termo versare do latim signifi ca 
“rodar”, uma clara referência ao modo como a curva é 
construída. No entanto, um tradutor do livro confun-
diu o termo versiera com avversiera, cujo signifi cado 
se assemelha a “bruxa” e é devido a esse lapso que a 
curva é desde então conhecida por “bruxa de Agnesi”. 
A sua construção é a seguinte: partindo de dois pontos 
O e M, desenhe-se uma circunferência C com diâmetro 
OM. Sendo A um qualquer ponto de C, seja N o ponto 
de interseção da reta OA com a reta tangente a C em 
M, a curva é então formada por todos os pontos P de 
interseção da reta perpendicular a OM por A e a reta 
paralela a OM por N, sendo que A deve percorrer todos 
os pontos da circunferência.

A primavera de 1718 viu nascer aquela que seria consi-
derada a primeira mulher ocidental a receber o título 
de matemática. Maria Gaetana Agnesi era a mais velha 
entre 21 irmãos e desde cedo nutriu interesse pelo 
estudo de línguas e ciências, participando ativamente 
em encontros intelectuais que decorriam em sua casa. 
A educação de excelência que recebeu por incentivo do 
pai, um abastado milanês, aliada ao seu talento natural, 
fez com que Maria dominasse sete línguas com apenas 
11 anos. Nas conversazioni que decorriam no seu lar, 
Agnesi exibia-se como um prodígio multilíngue, argu-
mentando de forma eloquente e persuasiva perante a 
elite local acerca de vários assuntos científi cos e religio-
sos. Como consequência de tamanha exposição pública, 
a jovem sofria ataques nervosos intensos e convulsões, 
tendo-lhe sido recomendado que estudasse de forma 
menos vigorosa e ingressasse em atividades de lazer 
como a dança ou andar a cavalo.

Em 1738, foi publicada a sua primeira obra, Pro-
positiones Philosophicae, uma coletânea de ensaios 
sobre fi losofi a e ciências naturais. Um ano mais tarde, 
Gaetana revelou a Pietro, seu pai, a insatisfação com o 
meio no qual estava inserida, manifestando interesse 
em entrar para um convento. Para dissuadir a fi lha desta 
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A equação cartesiana que lhe está associada é                 , sendo a um parâmetro    

real positivo. Note-se que no caso a = 1/2, a curva coincide com o gráfi co da deriva-
da da função arco de tangente. Uma descrição paramétrica possível é x = 2a tan(θ) e                                                               
y = 2a cos2(θ). A título de curiosidade, Leibniz recorreu a uma destas curvas para chegar à série
associada a π/4, i.e., π/4 = 1 − 1/3 + 1/5 − 1/7 + 1/9 − …

O facto de Instituzioni Analitiche ser o livro mais completo e bem escrito sobre uma área 
da matemática que muitos ainda consideravam esotérica fez com que Agnesi ganhasse uma 
certa fama por toda a Europa. Inclusivamente, o Papa Bento XIV, um defensor das mulheres 
estudiosas, nomeou esta matemática como professora honorária na Universidade de Bolonha. 
Gaetana expressou a sua gratidão, mas revelou não se considerar digna de tal cargo, tendo 
recusado a proposta.

Embora Instituzioni Analitiche seja um livro cientifi camente correto e cuidadosamente 
redigido, a sua relevância histórica reside no facto de ter sido escrito por uma mulher numa 
altura em que os estudos avançados se restringiam quase exclusivamente ao sexo masculino, 
e não pelo facto de ter sido importante para os avanços da matemática moderna (nenhum 
teorema ou resultado relevante é associado ao seu nome). Infelizmente, nos dias que correm, 
Maria Gaetana Agnesi cai muitas vezes no esquecimento de matemáticos e historiadores, 
embora seja um símbolo do Iluminismo, do proto-feminismo e, recentemente, uma candidata 
à canonização. 

Espero com este texto ter transmitido ao leitor uma imagem fi el desta mulher generosa, 
talentosa e muito à frente para o seu tempo. ■

Referências:

[1] R. A. de Moura, Alguns aspetos de formação de Maria Gaetana Agnesi no ambiente intelectual milanês
do Setecentos: Escolhas e Controvérsias, História da Ciência e Ensino: construindo interfaces, Vol.18,
Pontifícia Universidade Católica de São Paulo (2018)
[2] M. Mazzotti, The World of Maria Gaetana Agnesi, Mathematician of God, Johns Hopkins University
Press (2007)

Figura 1: A bruxa de Agnesi que se obtém para os valores a = 1,2,4,8 (de baixo para cima).

8a3

x2 + 4a2y =
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A união de uma narrativa visual a uma estrutura geomé-
trica revelou-se, ao longo dos anos, uma característica 
presente nos meus projetos artísticos. Estas estruturas 
serviam como uma rede de segurança e faziam com que 
nenhuma imagem, ideia, história, objeto ou experiência 
pudesse "cair" da composição. As redes proporcionavam, 
ao mesmo tempo, uma oportunidade de casar harmo-
niosamente dois mundos aparentemente antagónicos: o 
da razão e o da intuição. Investiguei as fronteiras destas 
redes subjacentes: estiquei-as, destorci-as e rasguei-as. 
Deixei a narrativa escapar para fora, ou esconder-se por 
detrás. Criava buracos que revelavam por baixo outros 
mundos (como se tivesse rasgado o próprio tecido do 
espaço e do tempo). E por fi m estas estruturas desen-
volveram-se em "Penrose Tilings", que permitiam a 
sugestão de três dimensões num plano bidimensional. 

No entanto, nunca parei de perguntar porquê? e 
como? O que acontece à história se não tiver a rede, ou 
à rede se não tiver a história? Porque sinto que preciso 
da rede? Quais são as regras (da geometria) que parecem 
ser o fundamento de tantas composições artísticas?

Ao procurar responder a estas perguntas, iniciei uma 
viagem de deduções artísticas, fi losófi cas e geométricas. 
Despida das histórias, olhei para a rede em si, somente 
feita de geometria. E passo a passo, com destino incerto, 
o caminho desdobrou-se.

Fui levada a lugares e dimensões imprevisivelmente 
belas e surpreeendentes. Foi no decorrer do percurso 
que surgiram possíveis propostas e soluções para as 
questões abordadas por Almada Negreiros (nomeada 
mente para o "ponto de Bauhütte" e a "relação 9/10").   

Por: Inez Wijnhorst

Pythagoras
Playtime

Foi a partir de um desdobramento da imagem do 
teorema de Pitágoras num hipercubo, que encontrei 
uma possível saída da fl oresta geométrica e um mundo 
cheio de medidas e razões. E por fi m, desdobrou-se 
uma maneira de poder desenhar os planetas à escala 
e as medidas ‘antigas’ do corpo humano (o Canon).
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Esta pesquisa sobretudo visual não é uma resposta fechada ao enigma das medidas. Sinto que tive o privilégio de 
ter tido um vislumbre do topo de um iceberg, ao encontrar um modelo geométrico que poderia indicar de que 
maneira medidas tão diferentes, em diferentes partes do mundo, podem estar relacionadas.

Curiosamente a resposta assemelha-se ao meio de pesquisa. Ao mudarmos literalmente o nosso ponto de vista 
para um perspetiva mais ampla, e ao olharmos a partir de vários ângulos para o mesmo objeto, realidades ou 
projeções diferentes podem remeter a um único objeto ou talvez a uma única realidade.

‘’All truth is false, all faith is true:
Truth is the shattered mirror strown
In myriad bits; while each believes
His little bit the whole to own.

What is the truth? Was askt of yore,
Reply all object Truth is one
As twain of halves, aye makes a whole;
The moral Truth for all is none.

What see we here? Forms, nothing more!
Forms fi ll the brightest, strongest eye,
We know not substance; 'mid the shades
Shadows ourselves we live and die.’’

Sr. Richard Francis Burton (1880), The Kasidah of
Haji Abdu El-Yezdi. London: The Octagon Press. 1974

Mais informações: https://inez-wijnhorst.squarespace.com/
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O fi lme Pi (não confundir com outros fi lmes com pi no 
nome) conta-nos a história de um matemático (Max 
Cohen) que procura padrões em tudo à sua volta, muitas 
vezes de forma obsessiva.

Ao longo o fi lme, são sugeridos assuntos interes-
santes, ligando temas mais aplicados como a previsão 
de fl utuações na bolsa de valores a outros mais teó-
ricos como sistemas dinâmicos e teoria de números. 
No entanto, estes não são desenvolvidos, são apenas 
referidos de passagem – há saltos lógicos entre 216 
dígitos de π e problemas de sistemas complexos sem 
qualquer explicação.

O momento de lucidez do fi lme é dado pela per-
sonagem Sol (Mark Margolis), mentor de Max, após 
Max insistir que vê o mesmo número em todo o lado:

"Estás a ligar um bug informático que me apareceu 
a mim com um bug informático que te pode ter apa-
recido com uma treta religiosa. Claro que se quiseres 
encontrar o número 216 no mundo vais encontrá-lo em 
todo o lado: 216 passos daquela esquina à tua porta, 
216 segundos que fi cas no elevador. (...) Mas Max, ao 
descartares o rigor científi co, deixas de ser um mate-
mático, tornas-te um numerólogo."

Porém, esta voz da razão não prevalece. Permanece 
a ideia do matemático como um louco desajustado da 
sociedade, uma espécie de vítima da Matemática, que 
o tornou louco e da qual se deve desembaraçar para 
continuar a sua vida. 

Isto evidencia-se no fi nal, quando após Max se tentar 
operar a si próprio ao cérebro com um berbequim (uma 
espécie de trepanação, algo aparentemente usado na 
Idade Média), vemos a sua interacção com uma criança 
que se espantava sempre com a capacidade dele para 
os cálculos mentais: "Quantos são 255×183? Eu sei! 
Qual é a resposta?" ao que Max responde, a sorrir 
"Não sei, qual é?".

Contraste-se com o fi lme Uma Mente Brilhante, 
baseado na vida de John Nash, que tem uma doença do 
foro psiquiátrico, mas que faz Matemática apesar disso. 
Ainda que mostre que encontrar padrões obsessivamen-
te é muitas vezes útil para propósitos matemáticos, Uma 
Mente Brilhante é um exemplo de uma boa execução 
do conceito dado – se bem que se pode dizer que esse 
fi lme tem o trabalho facilitado, fundamentar o fi lme num 
caso real fi ca, naturalmente, mais realista.

Claro, não seria necessário que o protagonista em 
Pi tivesse a recuperação de John Nash, não se negue 
a liberdade artística ao fi lme; mas tanto o conceito de 
(num certo sentido) culpar a Matemática pela doença 
de Max, como a execução desse mesmo conceito no 
fi lme frustram as expectativas. ■

Crítica por: João Miguel Faria

A Film By
Darren Aronofsky
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Jogo das nove cartas

O Bob e a Alice decidem experimentar um novo jogo. À sua frente têm nove 
cartas numeradas de 1 a 9. Tirando uma carta à vez ganha o jogador que tirar 
primeiro 3 cartas cuja soma dos números totalizar 15. Existe uma estratégia 
otimal nesta situação? Podemos garantir que o Bob ou a Alice ganham defi ni-
tivamente o jogo escolhendo quem joga primeiro?

]INTERVALO[

O problema dos 12 homens

Há 12 homens presos numa ilha dos quais 11 têm a 
mesmo peso P  e o último homem tem um peso diferente 
(pode ser maior ou menor). O objetivo é determinar qual 
dos homens tem um peso diferente usando apenas um 
balancé e dispondo de apenas 3 pesagens.

Grita o número

Estão duas pessoas frente a frente com um número na testa 0 ou 1. Cada 
pessoa só consegue ver o número da outra pessoa e não consegue ver o 
seu. O jogo consiste em desenvolver uma estratégia tal que quando todos os 
jogadores dizem um número ao mesmo tempo pelo menos um dos jogadores 

diga o número que está sobre o sua cabeça.
Se este problema pareceu muito fácil considere-se agora que em vez de 
duas pessoas temos 10 pessoas que têm um número de 0 a 9 por cima das 
suas cabeças. Cada pessoa pode ver o número das outras 9 pessoas mas 
não o seu. Qual será agora a estratégia para pelo menos uma pessoa dizer 
o número sobre a sua cabeça. Por último, e se considerarmos n pessoas nas

mesmas condições?

NMATH-IST
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Quando Sophus Lie se apercebeu, em 1899, que Alfred Nobel não pretendia criar um Nobel da 
Matemática, propôs que se devia criar um prémio equivalente e dar-lhe o nome de prémio Abel 
em honra ao famoso matemático norueguês Niels Henrik Abel. Contudo, demorou mais de um 
século para que o desejo de Lie se concretizasse. O prémio Abel foi fi nalmente estabelecido 
pelo governo da Noruega em 2001 e desde 2003 tem sido atribuído anualmente a um ou mais 
matemáticos.

Em 2019, este foi atribuído pela primeira vez a uma mulher, Karen Uhlenbeck, e é esta incrível 
matemática e o seu fascinante trabalho que vamos descobrir nas próximas páginas.

Matemática aos montes

Quando ao entrar na universidade começamos a estudar 
matemática uma das primeiras matérias com as quais nos 
deparamos, logo após o cálculo e a álgebra linear, são 
as equações diferenciais parciais (EDPs). Aprendemos 
que elas são, há muitos anos, a forma preferencial dos 
físicos para descrever o mundo ao nosso redor, que são 
a forma como os engenheiros modelam a corrente em 
circuitos, que são usadas por biólogos para descrever a 
propagação de doenças ou a competição entre espécies. 
Enfi m, fi camos quase com a sensação que qualquer coisa 
pode ser modelada (ou aproximada) usando equações 
diferenciais. No entanto, rapidamente descobrimos que 
em geral estas equações são de difícil resolução e que na 
maior parte dos casos não é possível encontrar soluções 
explícitas. Decidimos então ser menos ambiciosos e 
perguntamos somente se existem soluções, quantas, se 
são suaves ou têm algum tipo de decaimento, etc... É 
de facto impressionante o quanto estamos dependentes 
de EDPs e ao mesmo tempo o quão longe estamos de 
as entender. Assim sendo, muitas questões de EDPs, 
tipicamente geométricas, permaneciam no inicio da 
década de 70 com uma aura de mistério em seu redor. 
O trabalho de Karen Uhlenbeck veio pôr termo a esse 
estado de coisas abrindo um sem número de portas no 
uso de EDPs em várias áreas na interface da análise, 
física-matemática e geometria. O seu trabalho esta-
beleceu as bases analíticas para parte da revolução que 

transformou a análise global (ou geométrica) em uma 
das mais frutíferas áreas da geometria diferencial. 

De um ponto de vista puramente abstrato, a geome-
tria diferencial pode ser encarada como o estudo dos 
espaços para os quais é possível generalizar as noções 
básicas de cálculo diferencial (e integral) em ℝn. Ora, 
se é possível fazer cálculo diferencial nesses espaços, 
chamados variedades diferenciáveis ou simplesmente var-
iedades, também é possível escrever EDPs para funções 
reais ou vetoriais nestas. Na realidade existem objetos 
geométricos mais complexos para os quais a noção de dif-
erenciabilidade pode ser generalizada, como por exemplo 
funções f :M →N entre duas variedades. Também para 
tais objetos é possível escrever EDPs e uma fi losofi a que 
se apoderou de grande parte dos geómetras desde a 
segunda metade do século passado é a de explorar estas 
EDPs como um meio indireto de estudar a geometria das 
variedades subjacentes. O uso de tais EDPs geométricas 
para este fi m sofre das mesmas difi culdades que o usual 
estudo de EDPs em domínios de ℝn com que estamos 
mais familiarizados e hoje estaríamos muito aquém de 
chegar a qualquer lado com estas EDPs geométricas se 
não fosse pelas revolucionárias descobertas de Karen 
Uhlenbeck. Estas lançaram os fundamentos analíticos 
de teoria de Yang–Mills e mapas harmónicos que dentro 
em breve viriam a revolucionar a topologia diferencial 
de variedades de dimensão 4 e geometria simplética 
respetivamente. Qualquer um destes desenvolvimen-
tos é incrível e extremamente impressionante e Karen 
Uhlenbeck, uma só pessoa, foi responsável por ambos. 

Por: Gonçalo Oliveira

Quando Sophus Lie se apercebeu em 1899 que Alfred Nobel não pretendia criar um Nobel da
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Mas não só, o seu trabalho é tão extenso que me sinto 
perdido ao olhar para ele, tanto que nem sei por onde 
começar para elencar as suas restantes contribuições. 
Então, para dar uma ideia da sua vastidão (e facilitar a 
minha vida) vou simplesmente citar parte do anúncio 
do prémio Abel “For her pioneering achievements in 
geometric partial difi erential equations, gauge theory and 
integrable systems, and for the fundamental impact of her 
work on analysis, geometry and mathematical physics.”

 

Um pouco de geometria Riemanniana

Um variedade de dimensão d é um objeto geométrico que 
pode ser, de forma compatível, localmente parametrizado 
por abertos de ℝd. Vejamos três simples exemplos: o 
próprio ℝd é uma variedade de dimensão d, uma curva 
suave γ em ℝ2 ou ℝ3 é uma variedade de dimensão 1, uma 
superfície suave S em ℝ3 é uma variedade de dimensão 2. 
Qualquer um destes exemplos vem equipado com uma 
estrutura extra g conhecida como métrica, que permite 
pegar em dois vectores v1,v2 tangentes à variedade em 
um ponto p e calcular o seu produto interno gp(v1,v2) 
=<v1,v2>, usando o produto interno ambiente em ℝd, 
ℝ2 ou ℝ3, dependendo do exemplo. Este conceito de 
métrica faz sentido mais geralmente e qualquer variedade 
possui um tal produto interno nos seus espaços tangentes 
que varia suavemente de ponto para ponto. De facto, 
em muitos casos acontece que as variedades que a vida 
nos apresenta vêm já munidas de uma métrica fi xa. A 
uma tal variedade M com uma métrica fi xa g dá-se o 
nome de variedade Riemanniana e para estas usaremos 
a notação (M,g). Para além de medir normas e ângulos 
entre vetores tangentes, numa variedade Riemanniana 
podemos ainda medir o comprimento de uma curva e 
a distância entre dois pontos. Ora vejamos, para medir 
o comprimento de uma curva suave e parametrizada 
α : I →M podemos simplesmente integrar a norma da 
sua velocidade, i.e. 

Comprimento(α(I)) := ∫I |α(t)|g dt, 

onde |α(t)|g = gα(t)(α(t), α(t))1/2. Esta noção de com-
primento não depende da parametrização mas apenas 
da imagem α(I) ⊂ M e pode ser usada para calcular/

"For her pioneering achievements in 
geometric partial difi erential equations, gauge 

theory and integrable systems, and for the 
fundamental impact of her work on analysis, 

geometry and mathematical physics."

declarar a distância dist(p1,p2) entre dois pontos p1,p2 ∈ 
M como sendo o ínfi mo do comprimento de todas as 
curvas conectando p1 e p2. Se para todo o par de pontos 
tal ínfi mo for atingido por uma curva suave, a variedade 
Riemanniana diz-se completa e tais curvas minimizantes 
são exemplos de geodésicas. As geodésicas, para além 
de (localmente) minimizarem o comprimento, são na 
realidade defi nidas como as curvas que extremizam 
um outro funcional que não o de comprimento, mas 
o de energia 

(1)                      ε(α) := ∫I |α(t)|2
g dt, 

que sendo o integral do quadrado da norma da veloci-
dade pode ser pensado como a energia cinética. Este 
funcional de energia, ao contrário do comprimento, 
depende da parametrização e não apenas da imagem. 
O conhecimento das geodésicas de uma variedade Rie-
manniana dá muita informação de nível global sobre a 
topologia e geometria de uma variedade. Por exemplo, 
se soubermos que a maior geodésica tem comprimento 
fi nito então a variedade tem de ser compacta. Mais, dadas 
certas variedades fi xas, é possível descartar a existência 
de certos tipos de métricas nestas usando argumentos 
por contradição que olham apenas para os tipos de 
geodésicas que teriam de existir em consequência. Aliás, 
alguns dos principais teoremas de geometria Riemanniana 
básica originários na primeira metade do século passado, 
como o teorema de Myers e Synge, são provados usando 
propriedades de geodésicas e olhando para o funcio-
nal ε de um ponto de vista variacional. Já na segunda 
metade do século passado, devido às ideias de Morse e 
Bott outros impressionantes desenvolvimentos usando 
geodésicas foram conseguidos, veja-se por exemplo 
[4] cuja abordagem variacional para ε mais se aproxima 
do ponto de vista tomado por Uhlenbeck para mapas 
harmónicos que iremos em seguida discutir.

Mapas harmónicos e subvariedades mínimas 

Dada uma variedade Riemanniana (M,g), para além de 
procurar as suas geodésicas, que outras formas temos 
de a sondar? Interpretando curvas como subvariedades 
parametrizadas unidimensionais consideremos então 

.

.

. ..
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outras subvariedades parametrizadas de maior dimensão, isto 
é funções f :N →M de outras variedades N. Mas geodésicas não são  
quaisquercurvas, elas são extremos do funcional de energia,  pelo que 
devemos pensar em subvariedades parametrizadas que também ex-
tremizam uma generalização da energia. Para escrever um tal funcional 
que generaliza a energia, necessitamos também equipar N com uma 
métrica h. Dessa forma é possível calcular a norma da derivada df de f, 
escrita|df|g,h, que usamos para defi nir a energia como

 ε (f) = ∫N|df|2
g,h dvolh,

onde dvolh é uma medida em N canonicamente associada a h. Este 
funcional generaliza para dimensão maior a energia e coincide com (1) 
no caso em que N =I ⊂ R é unidimensional. Os pontos críticos  f : N 
→M do funcional ε são conhecidos como mapas harmónicos e podemos 
pensar neles como análogos de geodésicas parametrizadas em dimensão 
maior do que 1. No entanto, enquanto que no caso unidimensional o 
problema variacional para ε é relativamente tratável, as técnicas usuais 
de minimização usadas no cálculo de variações falham quando N tem 
dimensão pelo menos 2. Este problema deve-se à impossibilidade de 
compactifi car adequadamente os conjuntos 

(2)                                         {f :N →M |E(f) ≤ C}, 

i.e. do conjunto de funções f :N →M com energia limitada por uma 
constante C >0. 

Antes de tentarmos entender os problemas com os quais nos dep-
aramos quando N tem dimensão pelo menos 2, voltemos ao caso mais 
rudimentar de geodésicas para admirar porque tais problemas não 
ocorrem. Consideremos uma curva α:I→M. Então para qualquer t1,t2∈I 
temos pela defi nição de distância e a desigualdade de Cauchy-Schwarz que 

(3)          dist (α(t1), α(t2)) ≤ ∫  |α(t)|g dt ≤ |t1−t2|
1/2  (∫  |α(t)|2 g dt)1/2

                                                                 ≤ |t1−t2|
1/2ε(α)1/2. 

Esta simples conta contém todo o sumo que é necessário para alimentar 
um dos principais teoremas de compacidade em espaços de funções, 
o teorema de Arzelá–Ascoli. De facto, suponhamos que temos uma 
sequência de funções αn : N → M, para n  ∈ N, com 
energia uniformemente limitada por ε(αn) < C, então a 
desigualdade acima torna-se dist(αn(t1), αn(t2)) ≤ 
C|t1−t2|

1/2 o que garante que a família {αn}, n ∈ N é equi-
continua. É neste ponto que o teorema de Arzelá–Ascoli 
entra garantindo a existência de uma subsequência que 

"One does 
mathematics because 
one has to, and if it 
is appreciated, all 
the better"

. . ..
t1

t2 t2

t1
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converge uniformemente para uma função contínua α:I 
→M. Note-se que o limite α é “apenas” contínuo pelo 
que na realidade é necessário trabalhar numa compacti-
fi cação do espaço (2) que inclua funções contínuas mas 
não necessariamente suaves. 

Voltemos agora ao caso mais complicado em que 
substituímos I por uma variedade Riemanniana de maior 
dimensão que, para começar devagarinho, supomos ser a esfera unitária 𝕊2 
em ℝ3 equipada com a métrica h induzida pelo produto interno ambiente 
de ℝ3. Neste caso, apesar de termos um análogo da desigualdade (3), esta 
não é forte o sufi ciente para garantir a equicontinuidade de famílias com 
energia uniformemente limitada.1 Realmente, acontece que se ϕ:N →N 
é uma transformação conforme de (𝕊2, h), i.e. que preserva os ângulos 
entre vetores tangentes, então ε(f◦ϕ)= ε (f) para qualquer f. Ou seja, a 
pre-composição com uma transformação conforme preserva a energia, 
pelo que poderíamos tomar uma sucessão ϕn : 𝕊

2 → 𝕊2, sem subsucessão 
convergentes, e formar uma sucessão fn := f◦ϕn de funções para M, todas 
com a mesma energia e sem subsucessão convergindo uniformemente. 
Por exemplo, identifi cando 𝕊2 menos um ponto com ℂ usando a projeção 
estereográfi ca, que é conforme, as transformações conformes de (𝕊2, h) estão 
em correspondência com as transformações de Möbius em ℂ. Desta forma 
podemos pensar em 𝕊2 = ℂ ∪{∞} e tomar, por exemplo, as transformações 
de Möbius  ϕn(z)=1/nz. Então, se f : 𝕊2 →M é uma aplicação fi xa, a sucessão 
fn :=f◦ϕn pode não ter nenhuma subsucessão convergindo uniformemente 
para uma função contínua, como vamos ver: 

(a) Para z ≠0 temos que fn(z) = f(1/nz)→f(0) enquanto que para z =0 
temos fn(0)= f(∞) pelo que se f(0)≠f(∞) o mapa obtido como o limite 
pontual não é contínuo. Dito de outra forma: Existe um conjunto fi nito de 
pontos, chamado “conjunto do borbulhar” Σ ⊂ 𝕊2, no complementar do 
qual fn →f∞ uniformemente, sendo que neste caso Σ={0} e f∞: 𝕊2\Σ→M é 
dado por f∞(z)=f(0).

(b) Ainda assim podemos reescalar os mapas fn em redor dos pontos de 
Σ, que neste caso é só {0} obtendo os mapas

 f n(z):=fn(0+z/n)=f(1/z). 

Estes sim convergem para um novo mapa  f0,∞(z) = f(1/z), conhecido como 
a “bolha”em 0, visto ter sido obtido como o limite de uma sequência 
reescalada em torno de zero. 

(c) A função limite f∞ e a bolha em 0  f0,∞ estendem-se a funções de       
𝕊2 → M, ou seja podemos preencher o ponto que falta. Mais, se a função f 
for harmónica também o são as extensões mencionadas. Este exemplo, ao 
qual voltaremos mais tarde, ilustra as difi culdades em usar as técnicas usuais 
de cálculo variacional para construir mapas harmónicos de variedades de 
dimensão 2 e pareciam incontornáveis até o trabalho de Karen Uhlenbeck 
em colaboração com Jonathan Sacks [5] em 1977. As ideias que fazem este 
artigo funcionar acontecem em dois passos:

1      Isto está intimamente relacionado com o facto de que em dimensão 2 existem funções cujas derivadas 
são localmente de quadrado integrável mas não são limitadas.
2      Não-linear, porque a EDP para que uma destas aplicações seja harmónica é não-linear (e de segunda 
ordem), enquanto que as equações de Cauchy-Riemann são lineares (e de primeira ordem).

"If you have something that doesn’t 
depend on scale, you can blow it up 
and look at it at a diferent scale..."

~

~

~
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 (1) Em primeiro lugar modifi ca-se o problema para 
um mais simples no qual a falta de compacidade descrita 
acima não ocorre. Isto consiste em tomar α ≥ 1 e min-
imizar o funcional 

Eα(f):=∫ 𝕊2
 (1+|df|2

g,h)
αdvolh, 

que no caso α = 1 coincide (a menos de somar uma 
constante) com o funcional ε. Para α > 1 estes funcio-
nais têm a propriedade de compacidade necessária que 
garante ser possível extrair uma subsucessão convergindo 
uniformemente de qualquer sucessão de aplicações
fn : 𝕊

2 →M com Eα(fn) ≤ C, para qualquer C >0 indepen-
dente de n. Desta forma, o método direto do cálculo 
variacional permite pegar numa sequência minimizante 
{fn}n∈ℤ e extrair uma subsequência convergindo para 
um mínimo fα de εα. Esta função limite, fα, satisfaz uma 
EDP (a equação de Euler–Lagrange de εα) que pode ser 
usada para aumentar a sua regularidade. 

(2) Pelo passo anterior obtemos mínimos {fα} dos 
funcionais εα (f) para cada α > 1. Falta entender o que 
acontece quando α→1. Aí encontramos o problema 
anterior de que o funcional ε é invariante perante 
transformações conformes de 𝕊2 pelo que as funções 
fα podem começar a concentrar-se como no exemplo 
descrito acima. A ideia de Uhlenbeck para lidar com o 
problema foi a de usar o próprio problema de forma 
inversa. Olhando para o exemplo acima vemos que a 
invariância por transformações conformes faz com que ε 
seja independente da escala, logo as funções fα  poderiam 
estar a concentrar-se em torno dos pontos onde falham 
em convergir. Usando a invariância de escala podemos 
reescalar as funções em torno desses pontos à medida 
que elas se vão concentrando, de modo a obter novos 
mapas que convergem para um mapa de 𝕊2 para M que 
se chamam de bolhas. Este procedimento é exemplifi -
cado no exemplo acima por (b) e (c). Mas quem melhor 
para explicar a ideia do que a própria Karen Uhlenbeck, 
nas suas palavras: “If you have something that doesn’t 

depend on scale, you can blow it up and look at it at a 
diferent scale... You have a problem in ℝ2, and something 
is happening at a particular point. You expand tiny discs 
to large ones, and what you fi nd hidden at that point is a 
map to a sphere. So it’s like a bubble.” Karen Uhlenbeck, 
em Celebratio Mathematica

As técnicas desenvolvidas por Uhlenbeck em conjun-
to com Sacks conseguem controlar todos os fenómenos 
(a), (b) e (c) que encontrámos no exemplo acima e 
são hoje uma ferramenta essencial usada em análise 
geométrica. O fenómeno exemplifi cado por (a) costuma 
ser descrito como “convergência fora das bolhas”, sendo 
que no caso dos mapas harmónicos em questão o local 
onde as bolhas ocorrem é sempre um conjunto fi nito 
de pontos. O “borbulhar”mencionado em (b) é tido em 
conta pelo procedimento de reescalamento descrito 
acima. Esta análise foi revolucionária e as ideias por trás 
dela minaram a análise geométrica desde então. “The 
bubbling analysis “has been revolutionary, in a sense,”La-
bouriesaid. “There was before the Sacks-Uhlenbeck 
paper, and after.”” Artigo de Erica Klarreich na Quanta 
Magazine. 

O facto de em (c) os mapas harmónicos obtidos se 
estenderem sobre os pontos em falta é uma consequên-
cia de as aparentes “singularidades serem removíveis”. 
Tal resultado caracteriza as singularidades que o são 
apenas aparentemente e através das quais a função 
pode ser estendida. Esta caracterização vem de uma 
única hipótese de pequenez na energia em torno da 
singularidade e pode ser pensada como uma versão 
não-linear dos teoremas de remoção de singularidades 
para funções holomorfas.2 

Usando estas técnicas, que como já mencionado 
se tornaram indispensáveis em análise geométrica, 
Uhlenbeck e Sacks obtiveram um importante teorema 
de existência de aplicações harmónicas estendendo os 
resultados anteriores de Eells e Sampson [1] para várias 

"There was before the Sacks-Uhlenbeck paper, 
and after."

23

NMATH-IST



situações onde estes não são aplicáveis. Eles provam que se a variedade 
de chegada M não for topologicamente muito simples (ter revestimento 
universal não contrátil) então existe sempre um mapa harmónico f : 𝕊2 →M 
não constante. Uma observação simples mostra que a imagem de uma tal 
aplicação é uma subvariedade (imersa) mínima, isto é extremiza o funcional 
que associa a uma subvariedade imersa de dimensão 2 a sua área. Clara-
mente este funcional de área é um análogo 2-dimensional do comprimento 
em dimensão 1 e a construção de subvariedades que são críticas para este 
funcional é um problema de grande interesse para o qual [5] apresenta uma 
perspetiva perpendicular à em voga como [2]. O novo ponto de vista trazido 
por Uhlenbeck e Sacks provou ser extremamente útil dando um poderoso 
teorema de existência para subvariedades mínimas. Uma outra área para 
a qual esta análise originou muitos frutos é geometria simplética que seria 
hoje muito diferente não fosse pelo uso de curvas pseudo-holomorfas que 
são exemplos muito especiais de aplicações harmónicas.

Alguns anos mais tarde, em 1982, Uhlenbeck agora em colaboração 
com Richard Schoen [6] estendeu a análise de aplicações harmónicas para 
dimensões ainda mais altas, isto é quando a dimensão da variedade de partida 
N é maior que 2. Enquanto que do ponto de vista analítico dimensão 2 é 
aquela que se diz crítica para o problema, este torna-se super-crítico em 
dimensões maiores e de facto mapas harmónicos minimizantes podem ter 
singularidades, i.e. não ser contínuos, algo que quando a dimensão de N é 
menor ou igual a 2 é impossível. Pior ainda, quando se pega uma sequência 
de mapas harmónicas estes podem borbulhar em conjuntos estendidos, que 
não são necessariamente pontos isolados. Este trabalho tem uma bonita 
sequela em [3]. 

Teoria de Yang–Mills, sistemas integráveis e tudo o resto.

No início dos anos 80, Uhlenbeck implementou parte das ideias que havia 
desenvolvido para mapas harmónicos, nomeadamente a análise de EDPs 
invariantes por escala e com singularidades removíveis, em outros problemas 
de EDPs geométricas como as equações de Yang-Mills e de instantões. As 
primeiras destas são análogos não-lineares das equações de Maxwell para um 
análogo do potencial electromagnético que denominamos por A e que está 
defi nido sobre uma variedade Riemanniana orientada (M,g). Também aqui 
há uma conexão com cálculo variacional pois tais equações têm origem no 
problema de extremizar o funcional que a A associa o integral do quadrado 
do campo FA por si gerado. Escreveremos este funcional, chamado de 
funcional de Yang-Mills, esquematicamente como 

Y M(A)=∫M |FA|2 dvolg . 

O funcional de Yang–Mills tem origem na teoria das forças electro-magne-
to-nucleares e é atualmente parte fundamental do chamado “modelo-stan-

2     Esta é conhecida como gauge de Coulomb e tem origem em electromagnetismo clássico.

"It’s hard to be a role model, however, because 
what you really need to do is show students 
how imperfect people can be and still succeed."
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dard” da física de partículas, pelo que o seu estudo 
para além de um interessante problema geométrico e 
analítico é de fundamental importância em Física. Na 
sequência de artigos [7], [8], Karen Uhlenbeck esta-
beleceu o análogo do desenvolvimento de “bolhas” 
para as equações de Yang–Mills e caracterizou as suas 
“singularidades removíveis”. No primeiro destes artigos 
é ainda estabelecida a noção de uma boa escolha de 
trivialização ou gauge (pode ser pensada quase como 
uma escolha de coordenadas)3 na qual as equações de 
Yang–Mills dão origem a um sistema de EDPs elípticas. 
Este é um passo essencial para a análise destas equações 
e é hoje indispensável na maior parte dos problemas de 
teoria de Gauge, na qual a teoria de Yang–Mills se insere. De facto, juntamente com o 
trabalho de Clifi ord Taubes, este trabalho pioneiro de Karen Uhlenbeck estabelece os 
fundamentos para aquilo que se viria a chamar de teoria de Donaldson e que dentro 
em breve usaria os mínimos do funcional Y M, chamados de instantões, para virar do 
avesso a topologia diferencial em 4 dimensões. Nas palavras do próprio Donaldson: 
“Uhlenbeck’s analytical results underpinned the applications of instanton moduli 
spaces to 4-dimensional topology which were developed vigorously throughout 
the 1980 and 1990s” Simon Donaldson, em“Karen Uhlenbeck and the calculus of 
variations”, Notices of the AMS.

Uma outra área citada pelo comité do prémio Abel e para a qual Uhlenbeck 
contribuiu de forma decisiva foram os sistemas integráveis (do ponto de vista de 
EDPs), provavelmente devido aos aspetos relacionados com aplicações harmónicas. 
Mas para terminar, queria saudar o facto de fi nalmente o prémioAbel ter galardoado 
uma mulher, Karen Uhlenbeck, que na realidade foi também a segunda mulher a 
apresentar uma palestra plenária no “Congresso Internacional de Matemáticos” 
em 1990, depois de Emmy Noether em 1932. A entrevista dada por Uhlenbeck à 
Celebratio Mahtematica relata as difi culdades com que se deparou ao longo da sua 
carreira, que lembro, começou numa altura em que os travões impostos pela misoginia 
eram ainda maiores que os actuais. Existe hoje um movimento muito ativo “Woman 
in Mathematics”, do qual Karen Uhlenbeck é um dos primeiros membros e no qual 
participa muito activamente. Karen Uhlenbeck é genial e inspiradora! “It’s hard to 
be a role model, however, because what you really need to do is show students 
how imperfect people can be and still succeed.” Karen Uhlenbeck, em “https://web.
ma.utexas.edu/users/uhlen/vita/pers.html” 

“The idea of who will do mathematics and science is still changing. It gives me great 
pleasure –in addition to thanking the Norwegian government and the many people 
who have encouraged and helped me – to watch the younger mathematicians, many 
of whom are now women, create new ideas and directions.” Karen Uhlenbeck, no 
discurso de aceitação do prémio Abel.
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A regularidade dos fenómenos naturais permitiu à 
nossa civilização a construção daquilo a que chamamos 
Ciência. A Ciência compartimentou a fenomenologia 
em disciplinas e, em cada disciplina, procurou forma de 
entender os fenómenos através de sínteses ou teorias 
científi cas. O papel da Ciência é, pois, o de síntese, mas 
de uma síntese com caráter preditivo, de forma a se 
poder prever e controlar o mundo em que vivemos. 
Como chega o cientista a aprender uma lei ou a conhe-
cer uma teoria científi ca? São vários os passos para o 
fazer mas, neste artigo, vamos dar ênfase aos limites do 
que, no mundo, pode ser algoritmicamente aprendido.

As leis universais são, com toda a generalidade, 
o resultado de indução de particulares. E.g. após ob-
servações atentas da lista (9, 72), (5, 20), (7, 42),
(8, 56) e (6, 30), o cientista procura preencher a lacuna
(3, ?) e, depois, conhecer a lei (m, n), para todo o m. 
Na tentativa de completar esta sequência, por exemplo 
observações da relação (instante, posição), o cientista 
procura um algoritmo que dê resultados coerentes com 
as observações já feitas e, assim, prever valores futuros. 
Para resolver o puzzle, podemos sugerir o algoritmo
m ↦ m × (m-1) (o que dá (3, 6)); similarmente, e como 
exemplo muito elementar, em 1662, Robert Boyle foi 
muito bem sucedido ao encontrar uma primeira lei dos 
gases "pressão × volume = constante''. A informação 
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para o puzzle é uma sequência fi nita de pontos do 
grafo da função m ↦ m × (m-1). A informação para o 
puzzle de Robert Boyle é um conjunto de valores de 
medições da pressão e volume de um gás. Prosseguin-
do as experiências/observações, o cientista pode ser 
conduzido a uma refutação da lei enunciada, pelo que 
tem de mudar de ideias. Muda de ideias uma, duas, mais 
vezes, na esperança de que exista mesmo uma lei que 
possa ser aprendida no limite... após um número fi nito 
de mudanças de ideias. Esta circunstância mostra que 
o conhecimento científi co, em geral, é apenas atingido 
no limite, e isto se o conjunto dos universos possíveis 
tiver uma propriedade notável numa certa topologia (vide 
[8]). No entanto, se a verifi cação de uma teoria científi ca 
só pode ser conseguida no limite, a sua refutação pode 
ser certamente bem sucedida com segurança, como a 
Teoria de Popper procurou evidenciar (vide [12]).

Nos anos sessenta, dois fi lósofos e matemáticos, 
independentemente um do outro, Hillary Putnam (um 
dos quatro responsáveis pela demonstração da inde-
cidibilidade do 10.º Problema de Hilbert) e E. Mark 
Gold (que é um dos fundadores da teoria formal da 
aprendizagem), compreenderam que uma modifi ca-
ção muito subtil do protocolo de aceitação/rejeição da 
máquina de Turing (doravante MT) poderia dar conta 
do que é aprender, quer seja uma lei científi ca, quer seja 
uma teoria científi ca. A MT capta assim princípios de 
epistemologia tradicional e ciência cognitiva. Cada MT, 
e.g. especifi cada para decidir a relação de pertença a 
determinado conjunto, é construída de modo a imprimir 
numa fi ta de output uma sequência continuada e ilimitada 
de 0's e 1's, bem como, se necessário, o símbolo "!"; 
entre outras especifi cações, associamos o registo de um 
bit numa fi ta de output sempre que a máquina transita 
de estado. Se estivermos interessados na computação 
no conceito clássico, então exigimos também que a MT 
imprima o símbolo "!" imediatamente antes de transitar 
para o estado de aceitação ou para o estado de rejeição, 
informando assim que chegou ao fi m da computação 
e que o bit seguinte traduz o resultado da mesma. Se 
a máquina aceita, então imprime 1 (i.e. ... !1 ...) e se 
a máquina rejeita, então imprime 0 (i.e. ... !0oo ...). 
Em qualquer dos casos, após imprimir !0 ou !1, a MT 
continua a imprimir 1's ou 0's para sempre através de 
uma transição do estado de aceitação para o estado de 
aceitação ou de uma transição do estado de rejeição para 

o estado de rejeição. Nestas circunstâncias, um conjunto 
recursivamente enumerável pode ser visto como uma 
proposição formal que pode ser verifi cada com segu-
rança por uma MT (a máquina imprime !1 para palavras 
do conjunto, podendo não imprimir !0 para palavras no 
seu complementar) e um conjunto co-recursivamente 
enumerável corresponde a uma proposição refutável 
com segurança (a máquina imprime !0 para palavras 
no complementar do conjunto, podendo não imprimir 
!1 para palavras do conjunto). Um conjunto recursivo 
pode ser observado como uma hipótese que pode ser 
decidida com uma mudança de ideias, não importando 
qual é a primeira conjetura. E assim temos:

Defi nição
Dados a MT M e o input n, diz-se que M (n) estabiliza 

na conjetura b ∈ {0,1} se existir uma ordem p tal que, 
para todo o m ≥ p, o output de M (n) após m transições 
é b (o que abreviamos escrevendo M (n)⇃m b).

A MT M constitui um teste limite positivo para o 
conjunto S se, para todo o n ∈ ℕ, n ∈ S se e só se o output 
de M estabiliza em 1. A MT M constitui um teste limite 
negativo para o conjunto S se, para todo o n ∈ ℕ, n ∉ S se 
e só se o output de M estabiliza em 0. A MT M constitui 
um procedimento limite de decisão para o conjunto S 
se M constitui quer um teste limite positivo, quer um 
teste limite negativo para o conjunto S.

Mais,

Defi nição O conjunto S é recursivamente enume-
rável no limite se S admite um teste limite positivo. O 
conjunto S é co-recursivamente enumerável no limite 
se S admite um teste limite negativo. O conjunto S é um 
predicado de n palpites se S admite um procedimento 
limite de decisão que permite no máximo n mudanças 
de ideias para cada input.

Por exemplo, o famoso conjunto

K = { x ∈ ℕ : x codifi ca
uma MT que para quando o input é x }

é decidível no limite: fazemos com que as transições da 
máquina imprimam 0 excepto nos estados de aceitação/
rejeição em que a máquina imprime respetivamente 
1 e 0; se a máquina de código x para e aceita, então 

(a)

(b)

O cientista muda de ideias uma, duas, três vezes,
na esperança de que exista mesmo uma lei

que possa ser aprendida no limite... após um
número fi nito de mudanças de ideias.
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o output estabiliza em 1 depois de um número fi nito 
de 0's, caso contrário, i.e. caso pare e rejeite ou caso 
não pare, estabiliza em 0. Se quisermos saber qual é a 
classe dos conjuntos recursivamente enumeráveis no 
limite, concluímos que está no segundo nível da hierar-
quia aritmética – coincide com a classe . Em termos 
simples, a classe  é a classe dos conjuntos S ⊆ ℕ tais 
que existe um conjunto R ∈ ℕ3 tal que, para todo o x, 
x ∈ S se e só se ∃m ∀n (x, m, n) ∈ R.

Teorema (Gold 1965, Putnam 1965) O conjunto S é 
recursivamente enumerável no limite se e só se S ∈ .

De facto, seja M uma MT que testemunha que o 
conjunto S é recursivamente enumerável no limite, que 
é o mesmo que escrever

 x ∈ S se e só se ∃p ∀n (n < p ou M (x)⇃n 1) .

O conjunto R dos números (x, p, n) que satisfazem 
o predicado ternário sob quantifi cação é decidível. 
Tem-se x ∈ S se e só se ∃p ∀n (x, p, n) ∈ R, pelo que
S ∈ . Reciprocamente, suponhamos que S ∈ , i.e. 
existe um conjunto R decidível pela MT R , tal que
S = { x ∈ ℕ: ∃m ∀n (x, m, n) ∈ R }. Especifi camos uma 
MT M que escreve sucessivamente na fi ta de output 1 
enquanto R  aceitar (x, 0, 0), (x, 0, 1), (x, 0, 2), ... até 
que, para algum n, R  rejeita (x, 0, n) e imprime 0. Se 
tal acontecer, M passa a simular R  sucessivamente em
(x, 1, 0), (x, 1, 1), (x, 1, 2), ... imprimindo 1's na fi ta de 
output até que, para algum n, R (x, 1, n) rejeita e imprime 
0. E assim por diante. Tal máquina estabiliza em 1 se e só 
se x ∈ S. M é, portanto, um teste positivo limite para S.

A topologia da diversidade dos universos sugere 
que o conhecimento no limite só é possível quando 
os universos são computáveis nalgum sentido (mesmo 
o mundo microfísico afi gura-se-nos computável na 
probabilidade). Os cientistas convencionais escrevem 
fórmulas matemáticas; alternativamente, na suposição 
de que as leis são computáveis, os cientistas podem 
exprimi-las através de programas de computador. Esta 
mudança de atitude é suportada pelo facto de que 
todas as relações empíricas conhecidas bem como 
as soluções de equações diferenciais que modelam 
os sistemas naturais podem ser representadas pelo 
conceito de função computável (vide [11]).1 Discutamos 
então, ainda que muito superfi cialmente, os limites da 
aprendizagem automática.

A aprendizagem espontânea das regras da gramática 
pelas crianças expostas aos falantes da língua foi forma-
lizada por Gold em 1967 em [5]. Há muito em comum 
entre as crianças que aprendem espontaneamente a 
gramática da sua língua e os cientistas que aprendem 
as leis da natureza. Nomeadamente, quer as crianças 
quer os cientistas estão expostos somente a instâncias 
positivas. Por um lado, os falantes, em geral, não pro-
videnciam instâncias negativas; instâncias negativas, tais 
como manifestações de leis impossíveis, também não 
são providenciadas pela natureza. Desenvolvimentos 
da teoria da aprendizagem depois de Gold foram con-
tinuados pelos Blums em [2], Blum e Adleman em [1] e 
Case e Smith em [3]. Hoje é uma disciplina muito vasta.

Tomemos o caso das leis que se exprimem através 
de relações funcionais. Aquilo a que chamamos um texto 
T para uma função é uma sequência infi nita de pares de 
valores, que observamos numa ordem possivelmente 
arbitrária e com possíveis repetições. Por T[t] deno-
tamos a sequência de t pares do texto T, da posição 0 
até à posição (t-1), i.e. T[t] = T(0)T(1) . . . T(t-1), onde 
T(i) é o par de números na posição i na sequência. Seja

SEG = { T[n] : T é um texto para uma função 
recursiva e n ∈ ℕ }

o conjunto dos prefi xos dos textos para funções re-
cursivas. Estes prefi xos constituem a informação para 
os empiristas. Embora não tenhamos espaço para o 
fazer, notemos apenas que a informação para os teóri-
cos é providenciada por artigos científi cos, livros, etc., 
tudo textos codifi cáveis pelos números naturais. Se 
pensarmos numa teoria científi ca como a de Maxwell, 
concluímos que o físico teórico, ao invés de resolver o 
puzzle numérico dos empiristas (como Boyle, Galileu, 
Ohm, etc. fi zeram), investiga instâncias de leis empíricas, 
tais como a lei da interação eletroestática de Coulomb, 
a lei de Ampère, a lei de indução de Faraday, etc., e, 
possivelmente pela adição de novas hipóteses (tais 
como a da existência da corrente de deslocamento), 
formula uma teoria, observada neste contexto como 
(o código de) um conjunto recursivamente enumerável 
de teoremas. Em vez de um puzzle de números ou 

1    Técnicas de codifi cação específi ca para as leis científi cas são discutidas no artigo [13].

Há muito em comum entre
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relações, é confrontado com um puzzle de teoremas 
(ou antes "potenciais teoremas") e conjetura o código 
de um conjunto recursivamente enumerável, e.g. através 
de uma axiomatização. Há, no entanto, uma diferença 
matemática notável entre a descoberta científi ca de 
relações funcionais de medições empíricas e a desco-
berta científi ca de conjuntos (e.g. os teoremas de uma 
teoria apresentável fi nitariamente): se a Natureza não 
for sufi cientemente complexa, então todas as suas leis 
funcionais podem ser aprendidas no limite; porém, para 
as teorias, a garantia de sucesso é dada apenas para 
conjuntos muito elementares de teoremas.2

Defi nição (Cientista ou método científi co, Gold 
[5]) Um cientista ou método científi co é uma função 
computável do tipo SEG → ℕ (para funções).

O cientista assim formalizado retorna conjeturas na 
forma de números naturais que codifi cam algoritmos em 
vez de retornar 0's e 1's, mas a ideia é a mesma, a de 
obter a conjetura fi nal, a lei fi nal, a teoria fi nal, no limite. 
Discutimos um exemplo elementar: a aprendizagem de 
um certo número real através de uma gedankenexperi-
ment. Suponhamos que o cientista é levado a acreditar 
no seguinte postulado computacionalista: as sequências 
numéricas fundamentais que ocorrem na Natureza são, 
digamos, primitivas recursivas, as quais correspondem a 
um conjunto efetivamente enumerável de algoritmos, e 
suponhamos, também para exemplifi car, que medições 
sucessivamente mais precisas de uma grandeza vão 
sendo gradualmente mostradas ao cientista. O cientista 
desconhece o valor exato que está a medir através de 
experiências tão mais precisas quanto necessário... de 
facto, por muitos dígitos que se observem, a qualquer 
momento, a sequência poderá eventualmente divergir 
da da conjetura do empirista. Vamos ver que tal não é 
verdade: depois de ler uma sequência finita, mas suficien-
temente longa, 3 (posição 0), 1 (posição 1), 4 (posição 
2), 1 (posição 3), 5 (posição 4), ... dos dígitos de π, o 
cientista chega ao π, número que tem o seu n-ésimo 
dígito dado por uma função primitiva recursiva. Cada 
vez que o cientista recebe um novo dígito, produz 
nova conjetura ou insiste na conjetura anterior, que é 
o (código do) algoritmo que, para cada n, computa o 
n-ésimo dígito da sequência. Eis uma solução: para cada 
um dos números 0, 1, 2, 3, ..., todos eles enumerando os 
algoritmos das funções primitivas recursivas (de acordo 
com qualquer das enumerações conhecidas), o cientista 
descodifi ca-o num programa e aplica-o às posições 
dos dígitos da sequência observada na tentativa de os 
reproduzir, até encontrar o primeiro algoritmo bem 
sucedido nesta tarefa! Mais cedo ou mais tarde acontece 
necessariamente que, para certo número p, se obtém 
o algoritmo correto e o cientista passa a predizer os 
futuros dígitos de π. Se a realidade for sufi cientemente 
simples, a hipótese de que é primitiva recursiva conduz 
ao resultado de que todas as leis da natureza podem 
ser encontradas no limite. E caso a realidade seja mais 

complexa... também há solução para a aprender, claro 
está, em teoria. No entanto, fi camos à espera que os 
cientistas nos exibam e.g. leis empíricas cujo formato 
não seja o de uma função primitiva recursiva...

O algoritmo que se apresenta a seguir permite iden-
tifi car no limite qualquer função primitiva recursiva:

Defi nição (Convergência e identifi cação por cien-
tista, Gold [5])

Um cientista ou método científi co M converge para 
um programa (código) p no texto T para uma função 
se, para quase todos os valores de k, M(T[k]) = p. Um 
método científi co M identifi ca o texto T se existe um 
programa (código) p tal que M converge para p em T 
e p gera todo o conteúdo do texto.

Um cientista M identifi ca uma função recursiva Ψ 
se M identifi ca todo o texto para ψ. Um cientista M 
identifi ca um conjunto de funções ψ se M identifi ca 
toda a função ψ de Ψ.

Por Ex (Explain) denotamos a classe de todos os 
conjuntos de funções identifi cáveis segundo a defi nição 
precedente. A teoria da aprendizagem consiste então 
no estudo (vide [6, 9]):

(a) dos limites do que pode ser identifi cado/apren-
dido com segurança (i.e. com consciência de que a 
identifi cação foi feita, estes cientistas designam-se por 
monitores e foram estudados por Minicozzi em [10]), 
no limite (a conjetura estabiliza), ou gradualmente (a 
conjetura converge),

(b) das estratégias dos cientistas que são especifi ca-
das através de restrições ao processo de aprendizagem 
tais como a coerência,

(c) dos critérios de aprendizagem que se traduzem 
numa evolução sintática das leis no decurso da apren-
dizagem sem que por isso se tornem mais corretas do 
que já eram (conhecidos por critérios Bc de Behavio-
ral Correct).

No nosso trabalho (iniciado com o artigo [4]), os 
procedimentos de aprendizagem podem ser compa-
rados aos princípios de Maupertuis or Fermat, i.e., aos 

Figura 1: Por ρi denotamos a i-ésima função primitiva recursiva 
e ψ denota a função desconhecida. O input do cientista M é uma 
sequência de valores da função ψ, neste exemplo apresentados por 
ordem crescente da variável independente e sem repetições. Para 
cada valor de n, o cientista conjetura o programa para ψ. Nestas 
circunstâncias, a identifi cação está garantida em tempo fi nito.

2     A identifi cação de conjuntos, linguagens, ou teorias é formalmente discutida numa base fi losófi ca num artigo sobre o Teorema de Gold por Kent Johnson [7].

(a)

(b)
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princípios teleológicos da Física, e.g., reexaminemos o 
princípio de aprendizagem discutido anteriormente. 
Começando com um prefi xo do grafo de uma função 
ψ, procuramos o mais pequeno código e ∈ ℕ que satisfaz 
a equação ρe[t] = ψ[t]. Repetimos este procedimento 
para valores sucessivos de t até convergirmos no código 
e fi nal. No caso geral das funções recursivas, temos 
um problema sério para resolver... pois os códigos são 
eventualmente de funções que não estão defi nidas para 
todos os valores do input. Porém, no caso em que o 
universo pode ser modelado por funções primitivas 
recursivas ρi, mas não necessariamente apenas nesse 
caso, há uma codifi cação dos programas que servem 
o propósito e pode ser encontrada uma condição inicial 
e (um programa inicial). Um número fi nito de prefi xos 
do grafo da função têm de ser analisados antes que o 
processo convirja num código fi nal e'. Em Física, assim 
que conhecemos o prefi xo de uma trajetória do sistema 
(fi nita), podemos pretender encontrar a condição inicial 
a fi m de computarmos a trajetória completa (infi nita). 
Para isso, aplicamos os designados métodos inversos: 
das observações e das leis da Física computamos uma 
aproximação da condição inicial; depois computamos a 
presumível trajetória e comparamo-la com o prefi xo já 
observado; a seguir repetimos o procedimento obtendo 
sucessivamente melhores aproximações da condição 
inicial, convergindo para a precisão adequada e para 
a trajetória completa do sistema. Os temas da nossa 
investigação são:

(a) as conhecidas e "imutáveis", relações empíricas 
entre conceitos físicos que podem ser estabelecidas no 
limite por cientistas empíricos;

(b) os "físicos teóricos" algorítmicos que podem 
estabelecer teorias físicas depois de colecionarem um 
número fi nito de leis (como no caso das equações 
de Maxwell);

(c) as possíveis leis, não necessariamente empíricas 
(tais como as da propagação das ondas eletromagnéti-
cas), de uma teoria da Física, descoberta algoritmica-
mente, que não sejam eventualmente simuláveis (por 
computador), e

(d) as leis da Física que podem ser de natureza 
evolutiva de acordo com Peirce (tal como supor que 
a velocidade da luz varia com o tempo cosmológico).

Como nota fi nal, teremos de aceitar que os métodos 
a que se recorre nas demonstrações de teoremas ne-
gativos em aprendizagem, tal como percorrer códigos, 
podem não ser os adequados à aprendizagem auto-
mática, ela mesma; porém, uma vez estabelecidos 
os limites, para além desses limites ninguém irá por 
método nenhum. Note-se ainda que a "pesquisa de 
códigos" pode, de facto, ocorrer no nosso cérebro que 
é um sistema massivamente paralelo e, mais, que os 
códigos encontrados pelos cientistas de carne e osso, 
que publicaram leis científi cas ao longo da história da 
ciência, não se afi gurem assim tão enormes como a 
complexidade que as funções recursivas encerram. ■

Referências

[1] L. Adleman, M. Blum: Inductive inference and unsolvability, 
Journal of Symbolic Logic, Vol. 56 (1991).
[2] L. Blum, M.Blum: Toward a mathematical theory of Inductive 
Inference, Information and Control, Vol. 28 (1975).
[3] J. Case, C. Smith: Comparison of Identification criteria for 
machine inductive inference, Theoretical Computer Science, 
Vol. 25 (1983).
[4] J. Félix Costa: Incomputability at the foundations of physics 
(a study in the philosophy of science), Oxford Journal of Logic 
and Computation, a publicar.
[5] E. Gold: Language Identification in the limit, Information 
and Control, Vol. 10 (1967).
[6] S. Jain, D. Osherson, J. Royer, A. Sharma: Systems That 
Learn. An Introduction to Learning Theory, The MIT Press, 2nd 
edition (1999).
[7] K. Johnson: Gold's theorem and cognitive science, Philosophy 
of Science, Vol. 71 (2004).
[8] K. Kelly: The Logic of Reliable Inquiry, Oxford University 
Press (1996).
[9] E. Martin, D. Osherson: Elements of Scientific Inquiry, The 
MIT Press (1998).
[10] E. Minicozzi: Some natural properties of strong identification 
in inductive inference, Theoretical Computer Science (1976).
[11] R. Penrose: The Emperor's New Mind, Oxford University 
Press (1989).
[12] K. Popper: The Logic of Scientific Discovery, Rout-
ledge (1992).
[13] M. Szudzik: The computable universe hypothesis. A Com-
putable Universe Understanding and Exploring Nature as 
Computation, World Scientifi c (2012).

Se a realidade for sufi cientemente simples, a hipótese de 
que é primitiva recursiva conduz ao resultado de que todas 
as leis da natureza podem ser encontradas no limite.
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Entre o perímetro e a área
Dimensão e medida

O conceito de dimensão é algo com o qual vivemos 
desde a escola primária. Todos aprendemos a distin-
guir um quadrado de um cubo e foi-nos ensinado que 
um quadrado tem dimensão 2 e um cubo dimensão 3. 
Porém, não é de todo trivial dar uma defi nição rigorosa 
para aquilo a que intuitivamente chamamos dimensão.

A defi nição mais natural, e certamente pouco rigorosa 
mas intuitiva, para dimensão é o número de coordenadas 
necessárias para especifi car um ponto. Por exemplo, 
para identifi car um ponto numa linha é necessário um 
valor, mas para identifi car um ponto num quadrado são 
necessários 2 valores.

Na verdade, uma das razões pelas quais a dimensão 
é um conceito importante é estar intrinsecamente rel-
acionada com o "tamanho" dos objetos, que é algo que 
desde sempre preocupa os matemáticos. Intuitivamente, 

com "tamanho" eu quero dizer o espaço que os objetos 
ocupam. Ou seja, pensamos em comprimentos quando 
falamos de objetos de dimensão 1, área quando falamos 
de objetos de dimensão 2, volume para dimensão 3 e 
em dimensão n estamos interessados em calcular o 
volume-n. Portanto, o "tamanho" de um objeto depende 
da sua dimensão. Para vermos exemplos muito simples, 
podemos pensar no quadrado de lado l, que tem área l2, 
mas comprimento infi nito e volume 0. Por outro lado, 
para o cubo de lado l faz sentido dizer que tem volume 
l3 e área infi nita.

Para exemplos como os referidos acima, a defi nição 
que demos de dimensão parece capturar o que deseja-
mos. Vejamos então o que acontece quando tentamos 
perceber o que deve ser a dimensão de um objeto mais 
complicado do que um quadrado ou um cubo.

de Hausdorff

Por: Ana Alexandra Reis
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Consideremos a seguinte construção: começamos 
com um triângulo equilátero T0, encontramos o ponto 
médio de cada um dos lados do triângulo e unimos os 
pontos, de modo a formar um triângulo com metade 
do tamanho no centro do triângulo original. Depois 
retiramos este triângulo do meio e a nossa fi gura T1 
passa a ser 3 triângulos equiláteros que se tocam 2 a 
2 num vérice, mas cujo lado é metade do original. De 
seguida, aplica-se este processo a cada um dos triângulos 
pequenos e assim sucessivamente. Ao fi m de n passos 
temos um objeto Tn composto por vários triângulos, tal 
como se pode ver abaixo.

O conjunto em que estamos interessados será
T = ∩n Tn  chamado o Triângulo de Sierpinski, que é 
um famoso fractal. Como veremos a seguir, o facto de 
ser um fractal tem grandes implicações na defi nição da 
dimensão deste objeto.

Dado que toda a construção foi feita no plano, creio 
que concordarão comigo que uma defi nição razoável 
de dimensão terá de dar ao triângulo de Sierpinski uma 
dimensão no máximo 2. Vamos então tentar fazer o que 
fi zemos para o exemplo do quadrado e calcular a área 
e o comprimento de T. Ora o triângulo de Sierpinski 
é a interseção de vários conjuntos e portanto vamos 
começar por calcular a área de cada um dos conjuntos Tn.

Para simplifi car as nossas contas vamos assumir que 
T0 tem área 1, Tn-1 é constituído por vários triângulos 
com área tn-1 e que a transformação de Tn-1 para Tn 
consiste em pegar em cada triângulo que compõe Tn-1, 
dividi-lo em 4 e retirar um dos triângulos, tal como é 
exemplifi cado na fi gura 1. Ou seja, para cada triângulo 
que compõe Tn nós temos tn = 3/4 tn-1. Seja ATn a área 
de Tn, então ATn obedece à recorrência ATn = 3/4 ATn-1, 
o que signifi ca que podemos escrever ATn = (3/4)nAT0.

Pela construção sabemos que o triângulo de Sierpinski 
está contido em todos os Tn, pelo que AT ≤ ATn e como 
lim ATn = 0 concluimos que AT = 0.

Portanto, o triângulo de Sierpinski tem área 0, tal 
como acontece com um segmento de reta. Se quiser-
mos seguir a mesma lógica que nos exemplos acima, 
então podemos pensar que o triângulo de Sierpinski 
tem dimensão 1 e tentar calcular o "seu comprimento". 
Neste caso por comprimento aqui nós queremos dizer 
a soma de todos os comprimentos dos segmentos de 
reta que o compõem. Repare-se que pela construção os 
segmentos que  compõem o perimetro dos triângulos 
em Tn fazem certamente parte de T.

Seguindo um raciocínio semelhante ao utilizado para 
a área podemos concluir que o comprimento de Tn é

CTn = (3/2)nCT0. Para além disso, observamos que o 
comprimento de T tem de ser superior ao comprimento 
Tn para qualquer valor de n. Como lim CTn = ∞, conlu-
imos que CT = ∞.

Estamos portanto perante um objeto que tem área 
0, mas comprimento infi nito e se nós dissemos no início 
que a dimensão estava relacionada com o "tamanho" 
dos objetos, o que faria sentido aqui seria o triângulo de 
Sierpinski ter dimensão entre 1 e 2. Posto este problema, 
afi gura-se necessário refl etir um pouco melhor sobre 
as propriedades da dimensão e tentar perceber qual a 
defi nição a escolher.

Um facto fundamental é que a dimensão de um 
objeto tem infl uência na ampliação e contração dos 
nossos objetos. Todos sabemos que se tivermos um 
quadrado e duplicarmos o comprimento do seu lado, a 
área quadriplica. Ao passo que no caso de um cubo o 
volume torna-se 8 vezes maior.

Seguindo esta linha de pensamento temos que para 
um objeto de dimensão n se quisermos duplicar o com-
primento dos seus lados então o seu volume-n aumenta 
por um fator de 2n. O nosso objetivo será então aplicar 
este raciocínio ao triângulo de Sierpinski para perceber 
o que deveria ser a sua dimensão.

Seja d a dimensão de T, vamos ver o que podemos 
descobrir sobre o "volume-d" do triângulo de Sierpinski, 
que vamos denominar por A(T). Repare-se que T é 
constituído por 3 triângulos de Sierpinski idênticos, Ta, 
tendo cada um deles o comprimento do lado igual a 
metade do comprimento do lado de T. 

Ficamos assim com a equação A(T) = 2dA(Ta).
Para além disso, qualquer noção de volume-d que 

pretenda calcular o "espaço ocupado por um objeto" tem 
de ser aditiva, pelo que queremos que A(T) satisfaça 
A(T) = 3 A(Ta). Juntando as duas equações fi camos com 
3 = 2d ⇒ d = log23 ≈ 1,56. Através deste argumento 
constatamos que o que faria sentido seria a dimensão 
do triângulo de Sierpinski ser d ≈ 1,56.

De seguida veremos que existe de facto uma defi nição 
de dimensão que engloba estes casos e permite a ex-
istênsia de dimensões fracionárias. Contudo, para fazer 
sentido de dimensões não inteiras é necessário libertar-
mo-nos da nossa intuinção geométrica que nos levou à 
defi nição que descrevemos no início do texto. Precisamos 
de uma nova abordagem.

Até aqui já falámos de várias noções de "tamanho de 
um conjunto", comprimento, área, volume, volume-n. O 
conceito que generaliza tudo isto é o conceito de medida. 
A Teoria da Medida é uma bela e vasta área da Matemática 

Figura 1: Construção do Triângulo de Sierpinski.
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que pretende estudar com rigor o que signifi ca dizer 
"o espaço ocupado por um conjunto". Como seria de 
esperar é possível criar várias defi nições diferentes de 
medida e dependendo do contexto pretendido umas 
são mais úteis que outras.

A medida que nos vai ajudar a dar um conceito de di-
mensão apropriado ao triângulo de Sierpinski é a medida 
de Hausdorff. Para defi nir a medida de Hausdorff de 
dimensão d de um conjunto X fazemos o seguinte: 
começamos por fi xar δ > 0 e considerar uma cober-
tura {Fi}i∈I de X, i.e. uma coleção de conjuntos tal que
X ⊂ ∪i∈I Fi, de modo que diam Fi < δ e defi nimos a medida 
de Hausdorff de índice δ do seguinte modo:

Hδ
d(X) = inf { ∑ i∈I diam Fi

d : diam Fi < δ } .

Na defi nição, o ínfi mo é tomado sobre todas as 
coberturas de X que têm diâmetro menor que δ. Ou 
seja, a ideia é cobrir X com conjuntos que não podem 
ser muito grandes e ver qual a medida da união destes 
conjuntos. A medida de Hausdorff de dimensão d é o 
limite da medida de Hausdorff de índice δ quando δ 
tende para 0, ou seja, Hd(X) = lim δ→0 Hδ

d.
Um facto que não é muito difícil de verifi car a partir 

da defi nição de medida de Hausdorff é que se existe um 
α para o qual Hα(X) não é infi nito então Hβ(X) = 0 para 
todo o β > α. Ora a dimensão de Hausdorff d de um 
conjunto X é defi nida como sendo o menor valor para 
o qual Hd(X) é fi nito.

Pode parecer que esta defi nição é execessivamente 
complicada, porém ela permite-nos defi nir dimensão de 
uma forma rigorosa e de modo a poder tomar valores 
não inteiros. Aliás, regressando ao nosso exemplo, a 
dimensão de Hausdorff do triângulo de Sierpinski é 
precisamente log23.

Por fi m, convém também mencionar que a noção de 
dimenção de Hasudorff estende aquela que já tinhamos, 
no sentido em que para objetos simpáticos como os 
quadrados ou os cubos a dimensão de Hausdorff é na 
mesma inteira e igual à dimensão que intuitivamente 
associamos a estes objetos. É espantosa a fl exibilidade 
desta nova defi nição de dimensão, que ao mesmo tempo 
que engloba a noção intuitiva de dimensão, dando ao 
quadrado dimensão 2 e ao cubo dimensão 3 permite-nos 
ir além da nossa ingénua visão geométrica e ajuda-nos a 
desvendar um pouco do misterioso mundo dos fractais 
trazendo para este uma defi nição rigorosa e útil de 
dimensão fracionária. ■
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Problemas de

Paragem Ótima
Por: Cláudia Nunes
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Num problema de paragem ótima o objectivo é escolher 
um tempo para tomar uma determinada ação, com base 
num conjunto de variáveis aleatórias observadas ao 
longo do tempo, de forma a maximizar (ou minimizar) 
um retorno (ou custo) esperado.

Este tipo de problemas encontra-se em várias si-
tuações, de diversas áreas. Por exemplo:

. Estatística: nos testes de hipóteses sequenciais 
testa-se uma hipótese nula (H0) contra uma hipótese 
alternativa (H1). Ao invés de se considerar a amostra 
como tendo uma determinada dimensão e tomando 
a decisão com base nesta, o processo de decisão é 
sequencial. Assim se n designar o número de obser-
vações, o decisor pode, com base nas hipóteses e na 
informação amostral: 

(i) rejeitar H0; 
(ii) não rejeitar H0;
(iii) continuar o processo, recolhendo mais uma 

observação.
Desta forma o processo termina assim que se tomar a 
decisão (i) ou (ii), pelo que o número de observações 
necessárias para tomar a decisão é uma variável alea-
tória. Esta classe de testes de hipótese é usualmente 
conhecida na literatura por testes de Wald; vide [1].

. Investigação operacional:  é observada uma sequên-
cia de objetos, que podem ser classifi cados e ordenados 
de acordo com a sua utilidade ou valor. Seja Ri o valor 
do i-ésimo objeto. O indivíduo não sabe previamente 
quais os valores que irá encontrar (w é aleatório). Se 
decidir parar no i-ésimo objeto, recebe a recompensa 
Ri. Este problema designa-se usualmente na literatura 
por secretary problem, e tem várias aplicações; vide [2].    

. Finanças: numa opção americana, o investidor 
pode decidir exercer a sua opção em qualquer instante 
até à maturidade do contrato. O investidor pretende 
determinar o instante em que deve exercer a sua opção 
de forma a maximizar o seu lucro (esperado); vide [3].

 . Investimentos: quando uma empresa decide in-
vestir num projeto, pode ter fl exibilidade em relação 
ao instante em que vai tomar a decisão de investimen-
to. No planeamento desta decisão o investidor tem 
em atenção os custos, a taxa de infl ação, o tempo de 
construção e os potenciais ganhos e perdas. A análise 

do problema é usualmente designada na literatura por 
análise de opções reais; vide [4].

Nos exemplos atrás apresentados temos elemen-
tos comuns e características únicas. Por exemplo, em 
comum temos o facto da decisão de parar depender 
de comportamentos futuros aleatórios: da observação 
que iremos fazer de seguida, da utilidade dos próximos 
objeto, do valor da ação no futuro, dos ganhos e perdas 
futuros. As características únicas prendem-se com o 
ganho que iremos ter na tomada da decisão. Alguns 
destes problemas decorrem em tempo discreto (caso 
dos testes sequenciais ou do secretary problem); outros 
em tempo contínuo (caso das opções americanas e das 
opções reais). 

Em todos os casos enquanto o indivíduo não toma a 
sua decisão, diremos que está a continuar o processo. 
Neste sentido, continuar signifi ca que vai recolhendo 
mais informação e adiando a tomada de decisão. Assim 
que decide tomar uma decisão, o problema está termi-
nado. Em particular não se tomam mais observações. 
O instante em que tal ocorre é então designado por 
instante de paragem.

Um factor relevante é o horizonte temporal do 
processo: pode ser fi nito (caso do secretary problem) 
ou infi nito (caso da opção de investimento).

De seguida introduzimos a notação e o modelo 
associado a um problema genérico de paragem.

Notação e modelo

Para efeitos de apresentação do problema, assumimos 
doravante que o tempo é contínuo e que o horizonte 
temporal é infi nito. 

Seja X = (Xt)t ≥ 0 um processo fortemente markovia-
no, defi nido num espaço de probabilidades (Ω, F, (F)t≥0, 
Px), tomando valores em (E, B). Decorre da defi nição 
de processo fortemente markoviano que:

P(X(t) ∈ A | X(u) ∈ B(u), u ≤ s) = 
P(X(t) ∈ A | X(s) ∈ B(s) )   ∀ s ≤ t, A, B(u) ∈ F 

i.e., a distribuição condicional do processo num ins-
tante t (que pode ser uma variável aleatória) dada toda 
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a informação sobre o processo até ao instante s (que 
também pode ser uma variável aleatória) só depende 
do valor do processo no instante s. 

Para simplifi car a apresentação, assumimos que  
E=ℝ e que B = B(ℝ) é a Borel σ-álgebra defi nida em 
ℝ. O processo X tem o valor inicial x sob a distribuição 
de probabilidade Px, para x ∈ E. Os caminhos de X são 
contínuos à direita e à esquerda para os instantes de 
paragem. Considera-se ainda uma função mensurável 
G : E → ℝ, tal que:

Então o problema de paragem ótima representa-se 
pelo seguinte funcional:

V(x) = sup  E [ G(Xτ) | X0 = x ]                  (1)

onde Γ representa o conjunto de tempos de paragem 
com respeito à fi ltragem natural induzida pelo processo 
estocástico X, (Ft

X
 ) t ≥ 0, com Ft

X
 = σ (Xs, 0 ≤ s ≤ t). 

A função V é usualmente designa por função valor.
Neste caso podemos ver G como uma recompensa 

que se ganha, função do estado do processo X. Podemos 
interpretar V(x) como sendo o valor máximo esperado 
que se ganha ao parar no instante ótimo, quando o 
estado atual do processo é x. Esta representação engloba 
várias situações possíveis. Por exemplo:

. No caso do problema de decisão ser relativo ao 
instante ótimo em que uma empresa pode investir, o 
problema pode ser escrito como: 

 V(x) = sup E [ ∫τ

∞
 e − r(s) ∏ ( Xs ) ds − e − r(τ) I | X0 ] = x (2)

onde e − r(s) representa o fator de desconto (associado 
a taxas de juro e/ou infl ação), ∏ o retorno e I o valor 
do investimento (custo do investimento). Desta forma        

∫τ

∞
 e − r(s) ∏ ( Xs ) ds representa o valor total ganho ao longo 

da vida do investimento, descontado ao valor presente.
. No caso de uma opção de compra americana, 

 V(x) = sup E [ e − r(τ) ( X(τ) − K ) | X0  ] = x        (3)

onde X(τ) representa o preço da ação subjacente no 
instante de exercício e K o preço de exercício.

E  [sup | G(Xt)| | X0 = x ] < ∞, ∀ x ∈ E

A forma genérica (1) engloba situações em que G 
é na verdade um acumular de ganhos (integral) ou de 
perdas. No caso de se pretender minimizar custos, 
teremos de facto:

F(x) = inf E[G(Xτ) | X0 = x]

pelo que F(x) = − V(x). Sem perda de generalidade, 
vamos apenas considerar os problemas de paragem 
ótima defi nidas por (1).

Para resolver o problema (1) precisamos de:
. Caraterizar o instante ótimo, doravante desig-

nado por τ*;
. Calcular V(x), para qualuer x ∈ E.

Em cada instante t decide-se se se deve continuar ou 
parar. Seja C o conjunto de valores de x ∈ E em que é 
ótimo continuar e D o conjunto de valores de x ∈ E em 
que é ótimo parar, com C ∪ D = E.

Caraterização da função valor

Decorre da interpretação de G, da função valor 
V e dos conjuntos de continuação e de paragem que:

C = { x ∈ E: V(x) > G(x) }
D = { x ∈ E: V(x) = G(x) }

pelo que, defi nindo

τD = inf { t: Xt ∈ D }
vem que

V(x) = E[ G(XτD) | X0=x ]

Além disso, se V for uma função lsc (lower semiconti-
nuous) então C é um conjunto aberto; de forma similar, 
caso G seja uma usc (upper semicontinuous), o conjunto 
D é um conjunto fechado, pelo que τD é efetivamente 
um tempo de paragem. Antes de apresentarmos o re-
sultado principal, vejamos uma noção muito importante:

Defi nição Uma função mensurável  f: E→ℝ  diz-se 
superharmónica se

E [ f(Xτ) | X0 = x ]  ≤  f(x),      ∀ x ∈ E,   ∀ τ ∈ Γ
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No caso de E = ℝ, esta defi nição desempenha um papel 
semelhante ao de concavidade. Note-se que o máximo 
de uma função superharmónica ocorre dentro do interior 
do seu domínio, razão pela qual esta propriedade é muito 
relevante na defi nição do problema de paragem ótimo.

Teorema  A função valor é a menor função harmónica 
que domina a função de ganho G em E.

Prova Começamos por provar que a função valor é uma 
função superharmónica:

 E[ V(Xτ) | X0 ] = E[E[G(XτD) | X0, XτD ]
             = E[E[G(XτD) | X0, Xτ ]]
                            = E[G(Xτ+τD | X0] ≤ sup  E[G(Xσ) | X0]

onde Xs = Xs+σ, o que prova que V é superharmónica. 
Para provar que é a menor que domina G: seja F uma 
superharmónica que domina G. Então:

E[ G(Xτ | X0 = x) ] ≤ E[ F(Xτ | X0 = x) ] ≤ F(x)

para qualquer x ∈ E e qualquer tempo de paragem τ. Con-
siderando o supremo para todos os tempos de paragem 
τ ∈ Γ, o resultado continua válido, pelo que efetivamente 
V(x) ≤ F(x), ∀ x ∈ E. □

Decorre igualmente da defi nição de superharmónica 
que considerando dois instantes arbitrários t e s (não ne-
cessariamente instantes de paragem) que:

V(x) ≥ E[ V(Xt) | Xs = x ]

pelo que (V( Xt
 ))t≥0 é uma supermartingala sob a medida 

de probablidade Px para qualquer x ∈ E.

Teorema  Seja V* a menor função superharmónica que 
domina G em E, e D = { x ∈ E: V*(x) = G(x)}. Então caso 
P(τD < ∞) = 1, ∀x,  o problema tem solução e V=V*. Caso 
contrário não existe tempo ótimo de paragem.

Então para (supostamente) resolver o problema, 
teremos de encontrar a menor função superharmónica 
que domina G.

Problema de fronteira livre

O problema de determinar o valor da função V pode ser 
resolvido de várias formas. Uma das formas mais clássicas 
na literatura é tratá-lo como um problema de fronteira livre. 

Um problema de fronteira livre  consiste na resolução de 
uma equação diferencial parcial a ser resolvida tanto para a 
função desconhecida quanto para o domínio desconhecido 
onde a equação é válida. A fronteira deste domínio toma 
a designação de fronteira livre.

Um dos princípios mais relevantes consiste no  princípio 
da programação dinâmica. Informalmente, este princípio 
refere que de forma a atingir o valor ótimo é necessário 
que, para qualquer instante arbitrário, as decisões tomadas 
a partir daí sejam tomadas de forma ótima.

O investidor pretende
determinar o instante em 
que deve exercer a sua opção 
de forma a maximizar o 
seu lucro.
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Para o caso em análise, tal signifi ca que podemos enun-
ciar o princípio da seguinte forma: 

V(x) = sup E[G(Xτ)1{τ<σ} + V(Xσ)1{τ>σ} | X0= x]      (4)

para todo o σ ∈ Γ. Assumindo as usuais condições para 
utilizar a fórmula de Itô a V(Xσ), e aplicando o valor es-
perado (usando a primeira isometria de Itô), temos que:

E[V(Xσ)|X0= x] = V(x) + ∫0

σ
 ℒV(Xs)ds

onde ℒ designa o gerador infi nitesimal do processo 
Markoviano X. No caso de τ>σ, combinando esta 
última expressão com (4), vem que V deve ser tal que:

∫0

σ
 ℒV(Xs)ds=0

pelo que se conclui que para x ∈ C, V é solução de:

ℒV(X)=0

Combinando esta expressão com a defi nição de V na 
região de paragem D, vem que V é solução da seguinte 
equação variacional, usualmente designada por  equação 
de Hamilton-Jacobi-Bellman:

                     min (ℒV(x), V(x) - G(x)) = 0                 (5)

Mas uma vez que ℒ é um operador diferencial, a solução 
da equação (5) pode não ser única. Porém a solução do 
problema de paragem ótimo é única. Como escolher 
a (única) solução?

É possível demonstrar que a função valor tem outras 
propriedades para além das atrás mencionadas, e que 
decorrem de propriedades de X e de G, nomeadamente:
. se a função G é uma função suave numa vizi-

nhança de δC;
. se X for uma difusão regular (em particular com 

probabilidade um não tem trajectórias com saltos de 
descontinuidade);
. se δC for sufi cientemente regular (por exemplo 

Lipschitz).
Então temos a seguinte condição:

∂V         ∂G    
∂x          ∂x    

designado na literatura por princípio de colagem suave 
(smooth fit principle).

Exemplo    Seja X um movimento geométrico Brownia-
no, com drift μ e coefi ciente de difusão σ. Considere-se
a função G(x) = ax − b, com a e b positivos e conside-
re-se o problema:

V(x) = sup  E[e − rτ G(Xτ) | X0 = x]

Neste caso a equação de Hamilton-Jacobi-Bellman 
é dada por:

min (0.5σ2x2 V''(x) + μxV'(x) − rV(x), V(x) + b − ax) = 0

pelo que na região de continuação a função valor é 
solução da equação diferencial de Cauchy-Euler:

0.5σ2x2 V''(x) + μx V'(x) - r V(x) = 0 ⟺ 
⟺ V(x) = Axr1 + Bxr2

com r1 e r2 soluções da equação caraterística, i.e.:

 r1(r2) = 

Postulando que a região de continuação é da forma 
(0,x*), vem que a função valor deve ser dada por:

com A, B e x* a determinar. Para determinar estes 
parâmetros, usamos as seguintes condições:

pelo que a função valor é dada por:

onde A e x* são solução (única) de:

∎
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0.5σ2 - μ ± √(0.5σ2-μ)2 + 2σ2r
σ2

V(x) = {Axr1 + Bxr2 0 < x < x*

ax - b  x ≥ x*

{V (x*-) = V (x*)   continuidade da função

limx→0 V(x) = 0

V'(x*-) = V'(x*)   continuidade da função

V(x) = {Ax r1  0 < x < x*

0 x ≥ x*

{A (x*)r1 = ax* - b
Ar1 (x*)r1-1 = a

|δC|δC
=
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Grafos são estruturas que surgem em inúmeras áreas 
do conhecimento científi co. Tendo origem em 1736 com 
um artigo escrito por Leonhard Euler sobre as pontes 
de Königsberg, a Teoria de Grafos tem sido aplicada 
em áreas tão distintas como Física, Química, Biologia, 
Sociologia, Linguística e, mais recentemente, Computer 
Science. Muito poderia ser dito sobre grafos, mas o que 
hoje trago à atenção do caro leitor está relacionado 
com árvores geradoras.

Uma família de grafos particularmente importante 
são as árvores. Uma árvore é simplesmente um grafo 
em que, partindo de um qualquer vértice, é possí-
vel chegar a todos os outros atravessando arestas (é 
conexo) e não existe um caminho que comece e acabe 
no mesmo vértice (é acíclico). Equivalentemente, é um 
grafo conexo onde o número de vértices é o número 
de arestas mais 1. Caso estas diferentes caracterizações 
sejam novas para o leitor, recomendo que faça uns 
exemplos para se convencer de tais factos.Tendo um 
grafo conexo, podemos apagar arestas até chegarmos a 
uma árvore que tenha todos os vértices do grafo original. 
Uma tal árvore designa-se de árvore geradora do grafo. 
Árvores geradoras têm não só interesse matemático 
mas também algorítmico, pois muitas rotinas passam 
por encontrar árvores geradoras.

O nosso objetivo é encontrar um algoritmo que 
pegue num grafo e encontre uma árvore geradora 
uniforme - isto é, que, de entre todas as árvores pos-

síveis, escolha uma com igual probabilidade. Apesar de 
parecer ser um problema meramente computacional, 
o raciocínio por detrás é belo e espero que seja do 
proveito do excelso leitor.

Uma primeira tentativa

A abordagem mais natural para construir uma árvore 
geradora parece ser começar com um vértice v0 e ir 
adicionando arestas tendo o cuidado de não criar ciclos. 
Mas esta parte é fácil: se uma aresta começa e acaba 
em dois vértices da árvore, então introduzi-la vai fechar 
um ciclo; se um dos vértices ainda não está na árvore, 
então não é possível que se forme um ciclo.

Para assegurarmos que estamos a escolher uma 
árvore geradora uniforme, parece ser adequado que 
a escolha das arestas seja aleatória. Uma forma de o 
fazer é, por exemplo, atribuir às arestas números 1, 2, 
... e depois, de entre as arestas que se podem adicionar, 
escolher a que tem o menor. O leitor quer que fi que 
ainda mais caótico? Então escolhemos o vértice inicial 
aleatoriamente também. Está perdido no meio de tanto 
caos? Deixe-me resumir esta rotina:

1. Atribuir aleatoriamente a cada aresta um número 
1, 2, ... diferente para cada uma.   

2. Escolher um vértice v0 aleatoriamente. Esse 
vértice começa por ser a árvore.     

3. Escolher, de entre todas as arestas que ligam 
vértices da árvore a vértices fora da árvore, a que tem 
o menor número.       

4. Se nem todos os vértices estiverem na árvore, 
voltar a 3.

A
3 12

4

7

10 8

6

2

1  11

5

9

v0 3

4

1

5

7 9

B C D

E F G H

Figura 1: Exemplos de árvores geradoras de um grafo

Figura 2: Primeiros passos do algoritmo
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Bom, parece que temos o que queremos. Mas imagino que não esteja 
satisfeito. O leitor mais perspicaz terá constatado que não ter dado um 
nome à rotina é ligeiramente suspeito1; o leitor mais farto de mim terá 
chegado à mesma conclusão porque ainda falta bastante para este artigo 
acabar. De facto, parece bom mas não funciona. Porquê? Apesar de gerar 
uma árvore geradora, não o faz de forma uniforme. Porquê? Eu dou-lhe 
um contraexemplo (fi gura 3).

O algoritmo não gera uma árvore geradora uniforme para este 
grafo. Há 8 árvores geradoras: 4 delas têm a aresta d, as outras 4 não 
têm. Portanto, seria de esperar que d aparecesse metade das vezes 
que corremos este algoritmo. No entanto, tal não acontece. À aresta d 
é atribuído um número n de 1 a 5, escolhido com igual probabilidade. 
Vendo os diferentes casos, d é sempre escolhida se n ≤ 2, é escolhida 
com probabilidade 2/3 se n = 3 e nunca é escolhida se n ≥ 4. Logo, d está 
na árvore geradora com probabilidade 8/15, e não 1/2. A distribuição 
das árvores geradas não pode ser uniforme.

Então e se, em vez de termos uma ordem pré-determinada, em cada 
passo escolhermos uma aresta aleatoriamente de entre as disponíveis? 
Parece que a seleção fi cou ainda mais caótica, portanto é melhor, certo? 
Errado - aliás, a probabilidade de d estar na árvore é agora 29/54, li-
geiramente maior que no caso anterior. Não chore, caro leitor, grande 
parte da Matemática é tentar e falhar. E além disso vai estragar a folha 
e depois não consegue acompanhar este estupendo artigo. Mas é bom 
perceber porque estamos a falhar. Acontece que, à medida que vamos 
construindo a árvore, estamos sujeitos a considerar certas arestas com 
maior frequência, simplesmente devido à estrutura do grafo. No exemplo, 
é possível adicionar d no primeiro passo (começando o processo com os 
vértices X ou Z) ou no segundo passo (começando com Y ou W), algo 
que não é válido para todas as arestas. Se em cada passo escolhermos 
uma aresta uniformemente, é de esperar que d faça parte da árvore 
com maior probabilidade2. Com esta ideia em mente, é possível criar 
exemplos mais extremados onde este fenómeno acontece.

Que fi cámos a saber? Que simplesmente adicionar arestas unifor-
memente não faz com que a árvore fi nal seja uniforme. Precisamos de 
outra abordagem, uma que tenha em conta a estrutura do grafo para 
decidir que arestas escolher.

Beber para esquecer

Antes de passarmos ao algoritmo principal deste artigo, gostaria de 
descrever um outro algoritmo que está bastante próximo da tentativa 
feita na secção anterior.

Figura 4: Outro contraexemplo

Figura 3: O contraexemplo

1    Se lhe quiser dar um nome, o passo 1 corresponde a atribuir pesos às arestas do grafo e depois é construída a árvore geradora minimal usando o algo-
ritmo de Prim.
2     Existe uma outra heurística que se opõe à descrita no texto: os únicos ciclos que impedem a adição de arestas são os triângulos (o quadrado tem 4 arestas 
e as árvores têm apenas 3, portanto não cria restrições e d faz parte de ambos, pelo que haveria uma maior probabilidade de d não ser adicionado por fechar 
2 ciclos (enquanto as outras arestas fecham apenas 1).
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1. Escolher um vértice v͞ (aleatoriamente ou não). 
Esse vértice começa por ser a árvore. Colocamos uma 
pessoa nesse vértice.

2. A pessoa escolhe aleatoriamente e de forma 
uniforme um dos vértices vizinhos e vai para ele. Se o 
novo vértice não faz parte da árvore, então adiciona-se 
a aresta percorrida à árvore.      

3. Se nem todos os vértices estiverem na árvore, 
voltar a 2.

Este é o algoritmo de Aldous-Broder, em honra a dois 
investigadores que o estudaram. É também conhecido 
pelo mais pitoresco nome de "caminho do bêbedo", 
referente ao indivíduo que se passeia pelo grafo sem 
qualquer sentido de orientação. Este algoritmo gera 
efetivamente uma árvore geradora uniforme, mas provar 
tal facto exige uma prova algo técnica que o leitor 
(provavelmente) não quer ver e o autor (certamente) 
não quer escrever.

O maior problema deste algoritmo é que muitas 
iterações podem ser feitas sem que nenhum vértice 
seja adicionado à árvore. Aliás, se o leitor pesquisar 
por uma implementação na Internet (ou fi zer uma), vai 
reparar que os últimos vértices demoram muuuuuito 
mais tempo a ser adicionados, pois a pessoa anda às 
voltas em vértices que já fazem parte da árvore. E não é 
possível adicionar heurísticas para acelerar o processo, 
sob o risco de a árvore gerada deixar de ser uniforme.

Ver de outro ângulo

Os algoritmos considerados anteriormente baseiam-
-se em fazer crescer a árvore adicionando arestas que 
não formem ciclos. Já vimos que esta abordagem está 

Figura 5: Primeiros passos do algoritmo de Aldous-Broder

sujeita a enviesamentos, tais como existir arestas mais 
propícias a serem escolhidas por estarem mais "centrais" 
no grafo ou que sejam rejeitadas mais vezes por fazerem 
parte de muitos ciclos.

Estamos a acrescentar vértices novos partindo de 
antigos e escolhendo vizinhos. Vamos estudar um pouco 
melhor esta ideia, fazendo uma alteração: fi xemos um 
vértice v0 (a árvore inicial que vai ser aumentada) e 
imaginemos que os restantes vértices do grafo estão 
no topo de uma pilha infi nita de setas geradas de forma 
uniforme que apontam para os possíveis vizinhos. A 
direcção que escolhemos ir corresponde à seta do 
topo da pilha, que é descartada depois de usada. Está 
confuso, caro leitor? Deixe-me fazer-lhe um esquema.

Note-se que é equivalente escolher a aresta a seguir 
quando chegamos ao vértice ou escolher as direcções 
de antemão e depois segui-las.

Figura 6: O boneco
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O nosso sonho é escolher as setas no topo de cada 
pilha e fazer com isso uma árvore. Mas pode acontecer 
que o grafo formado pelas arestas do topo (em que 
simplesmente ignoramos a sua orientação) não seja 
conexo nem acíclico. Aliás, pode acontecer que haja 
dois vértices cujas setas apontem um para o outro.

Consideremos esse grafo3. Apesar de não ser 
conexo, podemos considerar as suas componentes 
conexas: dividi-lo nas partes que são conexas entre 
si (no caso na fi gura 7, são 3). Uma dessas vai conter 
o vértice v0, o único a não ter setas a sair dele; logo, 
essa componente conexa terá menos uma aresta que 
vértices, pelo que é efetivamente uma árvore. Mas as 
restantes componentes conexas têm igual número de 
vértices e arestas, pelo que não podem ser árvores e 
há pelo menos um ciclo em cada uma delas (note-se 
que as duas arestas paralelas na fi gura 7 contam como 
um ciclo). Assim, se não houver ciclos, não pode haver 
componentes conexas para além da que tem v0, o que 
implica que o grafo é conexo.

Portanto, é sufi ciente garantir que não há ciclos 
entre as setas do topo para obtermos uma árvore válida. 
Como faremos isso? Podemos remover as setas que 
formam ciclos do topo das suas pilhas. Claro que esta 
operação pode criar mais ciclos, e que ciclos podem 

ser eliminados por várias ordens. A fi gura 8 mostra 
este processo.

Notámos que é possível eliminar ciclos em diferen-
tes ordens. Contudo, independentemente da ordem, 
as mesmas setas vão ser eliminadas. Porquê? Porque, 
caro leitor que está calado há muito tempo, dois ciclos 
diferentes não podem ter setas em comum! Pensemos 
por contradição: se dois ciclos partilham uma certa seta, 
então têm de partilhar o vértice para onde essa seta 
aponta; logo, também têm de partilhar a seta que sai 
desse vértice, o vértice para onde essa segunda seta 
aponta... Como não podemos continuar infi nitamente, 
vamos ter de voltar a um vértice que já visitámos, o que 
implica que os ciclos são os mesmos.

Assim, não é possível um ciclo seja 'desfeito' pela 
eliminação de outro ciclo - ele não partilha arestas com 
nenhum ciclo! Daqui segue que todos os ciclos iniciais 
têm de ser eliminados eventualmente, o que implica 
que todos os ciclos formados pelas setas que surgem 
depois da eliminação dos ciclos iniciais vão também ser 
removidos e assim sucessivamente. Ou seja: não importa 
a ordem pela qual as eliminações são feitas - as mesmas 
pilhas de setas produzem sempre a mesma árvore.

Chegados a este ponto, parece ser proveitoso recor-
dar o nosso algoritmo. Obviamente, fazer pilhas infi nitas 

3    O termo correto aqui seria "multigrafo", pois pode haver arestas paralelas (isto é, que têm os mesmos extremos), como é o caso da fi gura 7.

Figura 7: O grafo determinado pelas setas do topo

Figura 8: Eliminação de ciclos
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de setas para cada vértice é inexequível - só na cabeça 
de um Matemático é que isso é possível. Mas basta ir 
gerando as setas à medida que precisamos delas4. 

1. Escolher um vértice v0.    
2. Para todos os outros vértices, gerar uma seta (de 

forma uniforme e independentemente das restantes) 
que aponte para um vizinho.        

3. Escolher um ciclo formado pelas setas (se existir), 
apagar as setas e gerar novas setas.      

4. Se existirem ciclos, voltar a 3.       
5. Unir os vértices de acordo com as setas.
Já discutimos porque é que esta rotina (quando 

acaba) devolve uma árvore e porque é que a aparente 
escolha sobre que ciclos eliminar no passo 3 é irrele-
vante. Falta confi rmar que este processo acaba e ver 
se o resultado fi nal é uma árvore geradora uniforme. 
Bom, é verdade que podemos continuar a eliminar ciclos 
infi nitamente, mas existe sempre uma possibilidade 
de chegarmos a uma árvore. O melhor que podemos 
afi rmar é que o algoritmo acaba com probabilidade 1.

Agora, será que a árvore fi nal é uniforme? Consi-
deremos duas confi gurações A e A' diferentes de setas 
que defi nem uma árvore e suponhamos que sabemos 
a confi guração E das setas eliminadas no passo 3. Ora, 
tanto A como A' têm igual probabilidade de surgir depois 
de E, pois ambas requerem uma escolha específi ca de 
seta para cada vértice. Além disso, as setas de A e A' 
são geradas independentemente de E. Portanto, A e 
A' têm igual probabilidade de surgir depois de qualquer 
E, o que signifi ca que têm necessariamente igual pro-
babilidade de surgir no fi m do processo.

Isto parece bom, mas é possível que A e A' defi nam 
a mesma árvore, certo? Pode parecer que sim, caro 
leitor, mas a verdade é que não. Imagine que pega em 

A (ou A'), escolhe um vértice e segue as setas. Bom, 
se alguma vez passar num vértice duas vezes, então 
temos um ciclo, o que não pode acontecer. Portanto, 
eventualmente vamos chegar a v0 e o processo acaba 
aí (pois nenhuma seta sai de v0). Tendo isto em conta, 
suponha que A e A' defi nem a mesma árvore e as setas 
diferem num vértice v. Partindo de v, siga as setas de 
A e as de A'. O resultado é que temos dois caminhos 
diferentes (diferem pelo menos na primeira aresta) na 
árvore que vão de v a v0, o que é impossível.

Conclusão: este algoritmo gera uniformemente 
confi gurações de setas que resultam em árvores e existe 
uma correspondência bijetiva entre essas confi gurações 
e árvores, pelo que as árvores geradas são uniformes.

O algoritmo fi nal

Apesar do algoritmo apresentado ser válido, esta 
não é a forma como normalmente é descrito. Vamos 
tentar descrevê-lo de outra forma.

Voltemos ao paralelismo de passear pelo grafo es-
colhendo vizinhos/criar setas e depois segui-las. Em 
que é que eliminar um ciclo de setas corresponde num 
passeio? Bom, eliminar as setas é fazer de conta que 
elas não existiam, portanto o análogo será: quando 
no passeio completamos um ciclo, esquecermos que 
ele aconteceu. E quando é que paramos de passear? 
Quando o primeiro caminho que fi zermos (depois de 
esquecer ciclos) acabar em v0, então é formado por setas 
que fazem parte da componente conexa de v0, pelo 
que não vão ser eliminadas. O próximo caminho pode 
acabar algures onde o anterior passou, pois já faz parte 
da componente conexa de v0, e assim sucessivamente. 

4    Note-se que o argumento descrito funciona se considerarmos a pilha de setas gerada para cada vértice por ordem de criação.
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E onde começamos? Não é relevante, pois escolhas 
diferentes só fazem com que ciclos sejam eliminados 
por uma ordem diferente, o que é irrelevante.

Nesta nova perspetiva, o algoritmo descre-
ve-se assim:

1. Escolher um vértice v0. Esse vértice começa por 
ser a árvore.      

2. Escolher um vértice que não está na árvore e 
colocar lá uma pessoa.     

3. A pessoa anda no grafo escolhendo aleatoria-
mente vértices vizinhos até chegar a um vértice da 
árvore. Sempre que completar um ciclo, essa porção 
é esquecida do passeio.     

4. As arestas percorridas são adicionadas à árvore.       
5. Se houver vértices que não estão na árvore, 

voltar a 2.
Este, excelso leitor, é o algoritmo de Wilson. Note-se 

que é válido mesmo que os vértices sejam escolhidos de 
forma determinística - é tudo uma questão de eliminar 
os ciclos que vão surgindo. Contrariamente ao algoritmo 
de Aldous-Broder, demora mais tempo no início (quando 
é preciso o passeio acabar em v0) e acelera no fi m

Espero que o leitor tenha apreciado esta incursão 
pelo algoritmo de Wilson e que se tenha divertido a 
perceber porque funciona. Pela minha parte, foi um 
prazer guiá-lo e espero que desfrute do que esta revista 
tem para lhe oferecer! ■

Figura 9: Primeiros passos do algoritmo de Wilson
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Polítopos
& 

Espelhos

Os polítopos reflexivos formam uma classe muito especial 
e popular pela sua relação com a Física, em particular 
com a Simetria Espelho. 

Em dimensão 2 são também conhecidos por polí-
gonos Fano1 e são muito fáceis de descrever. São polí-
gonos convexos cujos vértices estão no reticulado do 
plano formado pelos pontos de coordenadas inteiras 
(designados por pontos inteiros), com a particularidade 
de que a origem é o único ponto inteiro no seu interior  
(ver fi gura 1).

Existem infi nitos polígonos refl exivos. Por exemplo, 
partindo de um deles e transformando-o através de 
aplicações sucessivas de

              𝝍:   ℝ2  →  ℝ2

       (x, y)  ⟼  (x, x + y)

obtemos uma família infi nita. Por esse motivo, para os 
classifi car consideram-se classes de equivalência, onde 
dois polígonos são equivalentes se um é a imagem do 
outro por uma aplicação linear com determinadas pro-
priedades. Para uma aplicação linear de ℝ2 transformar 
polígonos em polígonos deve ser invertível e, para levar 
pontos inteiros em pontos  inteiros, deve ter coefi cientes 
inteiros. Para além disso, queremos que a sua inversa 

também leve pontos inteiros em pontos  inteiros, pelo 
que  𝝍: ℝ2→ℝ2 deve ser da forma

é uma matriz de coefi cientes inteiros a, b, c, d ∈ ℤ de 
determinante ±1 (isto é, um elemento de GL(2,ℤ)). 
Com efeito, para que A-1 tenha entradas inteiras é 
necessário que o seu determinante seja inteiro e, como 

det A · det A-1 = 1,

conclui-se que det A = det A-1 = ± 1. 
Como um polígono refl exivo Δ contém apenas 

um ponto inteiro no seu interior, a sua imagem 𝝍(Δ), 
um polígono com vértices de coordenadas inteiras, 
tem também um único ponto inteiro no seu interior 
(a origem), pelo que é refl exivo. Assim, dois polígonos 
refl exivos dizem-se  equivalentes  se existir um elemento 
de GL(2,ℤ) que transforme um no outro. É possível 
demonstrar que existem apenas 16 classes de equiva-
lência possíveis para polígonos refl exivos [1]. A fi gura 1 
contém um representante de cada uma dessas classes.

A cada polígono refl exivo Δ associa-se um polígono 
especial, o seu dual Δ*, também ele refl exivo. Vejamos 
como se obtém. 

𝝍 ( x, y ) = A   ,        onde     A =                  (1)( x
y

( ( (a   b
c   d

Por: Leonor Godinho

1    Em homenagem ao matemático italiano Gino Fano (1871-1952).
2    Um vetor inteiro 𝜈 diz-se primitivo se não puder ser escrito na forma 𝜈 = mv para um inteiro m ≥ 2 e um vector v de coordenadas inteiras.
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Um polígono pode ser defi nido através das equa-
ções das retas que determinam as suas arestas. Por 
exemplo, o triângulo de cima na fi gura 2 é descrito 
pelas inequações

       ⟨(x, y), 𝜈1〉 = ⟨(x, y), (0, −1)〉 = − y        ≤ 1
 

       ⟨(x, y), 𝜈2〉 = ⟨(x, y), (1, 1)〉 = x + y        ≤ 1
 

       ⟨(x, y), 𝜈3〉 = ⟨(x, y), (−1, 0)〉 = − x        ≤ 1

onde 𝜈1, 𝜈2, 𝜈3 são vetores normais às arestas, inteiros, 
primitivos2 e exteriores  ao polígono, e onde ⟨·,·⟩ designa 
o produto interno usual em ℝ2. O seu dual Δ* é o polí-
gono cujos vértices são os pontos com  as coordenadas 
destes vetores normais 𝜈1, 𝜈2, 𝜈3 (ver fi gura 2). 

Em geral, o dual de um polígono Δ é defi nido como 
sendo o conjunto

Δ* := {𝜈 ∈ ℝ2 | ⟨(x, y), 𝜈〉 ≤ 1  para todo  (x, y) ∈ Δ}

Se  Δ é convexo e contém a origem no seu interior 
então (Δ*)* = Δ (ver [2]). 

Os vértices do dual de um polígono com vértices 
inteiros podem não ter coordenadas inteiras, como 
podemos ver na fi gura 3. No entanto, é fácil verifi car 
o seguinte resultado.

Teorema Um polígono com vértices inteiros é Fano
se e só se o seu dual tem vértices inteiros.

Em dimensões superiores defi ne-se polítopo como 
sendo o invólucro (ou fecho) convexo dum número fi nito 
de pontos de ℝn. O seu dual Δ*  é o polítopo defi nido por

Δ* := {𝜈 ∈ ℝn | ⟨x, 𝜈〉 ≤ 1  para todo  x ∈ Δ} .

(2){

Figura 1: Exemplos de polígonos refl exivos.

Figura 2: Um triângulo
refl exivo e o seu dual.

Figura 3: Um polígono 
inteiro não refl exivo (em 

cima) e o seu dual.
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Um polítopo com vértices inteiros diz-se Fano se 
a origem é o único ponto inteiro no seu interior e um 
polítopo de vértices inteiros que contenha a origem 
no seu interior diz-se reflexivo se o seu polítopo dual 
tem vértices inteiros. Novamente o dual do dual dum 
polítopo refl exivo é o polítopo original. Um polítopo 
refl exivo e o seu dual formam o que se chama um par 
espelho (ver Figura 4).

Todos os polítopos refl exivos são Fano mas, ao 
contrário do que acontece em dimensão 2, existem po-
lítopos Fano que não são refl exivos como, por exemplo 
o polítopo da Figura 5 com 10 vértices (± 1, ± 1, −1), 
(−1,± 1, 1), (1,−1, 1), (1, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 0). É um 
polítopo Fano pois a origem é o único ponto inteiro 
no seu interior mas não é refl exivo uma vez que  uma 
das suas faces está no plano de equação x + y + z = 2.

Os polítopos refl exivos têm muitas propriedades 
especiais. Por exemplo, em dimensão 2, a soma dos 
comprimentos inteiros3 das arestas de um polígono 
refl exivo e do seu dual é sempre igual a 12 [1]. Este 
resultado tem várias generalizações em dimensões 
superiores.  

Se o polítopo refl exivo Δ é Delzant4, a soma dos 
comprimentos inteiros das suas arestas é igual a 

12 f2 + (5 − 3n) f1

onde fk designa o número de faces de dimensão k e n 
é a dimensão de Δ [3]. 

Este resultado pode ser obtido por diversos métodos 
usando técnicas de geometria simplética hamiltoniana 
desenvolvidas em [4], ou de uma forma puramente 
combinatórica, usando apenas propriedades geomé-
tricas dos polítopos. 

Quando  n = 2, os polígonos refl exivos de Delzant 
estão representados na primeira linha da Figura 1. A 
expressão em (3) diz-nos que, nesta dimensão,  a soma 
dos comprimentos inteiros das arestas de um destes 
polígonos  é igual a 12 − f1, ou ainda 12 − f0 (pois o 
número de  arestas de Δ é igual ao número de vértices). 
Como f0  é igual ao número de arestas de Δ* e estas  
têm todas comprimento inteiro 1 (pois Δ é Delzant),  

recuperamos o resultado de que a soma dos compri-
mentos inteiros das arestas de um polígono refl exivo 
e do seu dual é sempre 12. 

Se n = 3, a  expressão em (3) diz-nos que a soma dos 
comprimentos inteiros das arestas de um polítopo de 
Delzant refl exivo é igual a 12 f2 − 4 f1. Usando a relação 
de Euler  f0 − f1 +  f2 = 2  e o facto de que  3 f0 = 2 f1 
(pois o polítopo é simples), obtém-se que esta soma é 
sempre 24 (ver, por exemplo, o cubo refl exivo da fi gura 
4).   Em dimensão 3, esta soma dos comprimentos intei-
ros das arestas dá-nos a característica de Euler de uma 
superfície complexa com propriedades especiais que 
desempenha um papel muito importante em simetria 
espelho: uma superfície de Calabi Yau, obtida através 
do polítopo por meio de uma construção descrita, por 
exemplo, em [5]. 

Em dimensão 3 existem 4319 classes de polítopos 
refl exivos (18 das quais são Delzant) e em dimensão 
4 existem 473800776 (onde 124 são Delzant) [6]. O 
número de classes em dimensões superiores é um 
problema em aberto. ■
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  (3)

3    O comprimento inteiro de uma aresta é o número de pontos inteiros dessa aresta menos 1.
4    Um polítopo de dimensão n diz-se Delzant [7] se é simples (cada vértice é a interseção de exactamente n arestas), racional (as n arestas que se intersectam 
num vértice v estão contidas em rectas da forma v + tui com ui ∈ ℤn) e suave (para cada vértice os vectores ui ∈ ℤn podem ser escolhidos de forma a que 
spanℤ{u1, . . . , un} = ℤn.

Figura 4: Um par espelho - o cubo refl exivo de dimensão 3 e o seu dual. Figura 5: Um polítopo Fano que 
não é refl exivo.
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    of  2019
Em setembro de 2019, decorreu a Escola 
de Verão de Teoria de Probabilidade.
À semelhança de anos anteriores, a
Fundação Calouste Gulbenkian recebeu 
três cursos, desta vez dados pelos
professores Perla Sousi (Cambridge),
Persi Diaconis (Stanford) e Evita
Nestoridi (Princeton).
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O que têm em comum um eletrão e um homem bêbado? 
Mais do que seria de esperar, como ilustrado pelo 
mini-curso dado por Perla Sousi na Escola de Verão. 
Neste curso investigou-se a noção de passeio aleatório 
e foi feita uma ligação entre este tema e noções de 
correntes elétricas.

Para entender em que consiste um passeio aleatório, 
o exemplo clássico é aquele de um homem bêbado a 
cambalear para casa.

Suponhamos que um homem anda nos inteiros, 
partindo do ponto X͞=0, e cada passo que ele dá tem 
igual probabilidade de ser para a esquerda ou para a 
direita. Sendo Xn a posição dele no n-ésimo passo, temos 
então que X1 tem probabilidade 1/2 de ser 1 ou −1,
X2 tem probabilidade 1/4 de ser 2 ou − 2 e probabili-
dade 1/2 de ser 0, e assim por diante.

Há muitas questões interessantes que podem ser 
feitas sobre este tipo de processos. Por exemplo, qual 
é a probabilidade de este passeio aleatório passar por 
0 novamente? E um número infi nito de vezes? Sur-
preendentemente, a resposta a ambas estas questões 
é 1. Dizemos, então, que este passeio é recorrente. Por 
outro lado, um passeio aleatório diz-se transiente se a 
probabilidade de passar pelo ponto de início infi nitas 
vezes é 0.

Claro que a noção de passeio aleatório é muito 
mais geral que esta. Podemos, aliás, defi nir passeios 
aleatórios em qualquer conjunto.

Seja V um conjunto, que assumimos contável. Su-
ponha-se que temos uma função p: V × V → [ 0, 1 ] que 
satisfaz a seguinte propriedade:

Para qualquer v ∈ V, temos                          .

Finalmente, suponha-se que temos uma distribuição 
de probabilidades π em V.

Então podemos defi nir um passeio aleatório em V 
da seguinte forma:

Ponha-se X0 uma variável aleatória em V de distri-
buição π e P(Xn+1 = w | Xn = v) = p( v, w ). Ou seja, con-
sideramos um ponto inicial aleatório (distribuido como 
π) e estabelecemos que, em cada passo, a probabilidade 
de nos movermos de v para w é dada por p(v, w).

Por exemplo, o passeio aleatório acima descrito é 
dado por V = ℤ, π a distribuição concentrada no 0 e 

Esclarecemos agora o paralelismo entre estes pas-
seios e circuitos elétricos. 

Fixo um passeio aleatório (V, p, π), sob certas con-
dições, podemos interpretar o conjunto de estados 
como um circuito elétrico, em que os elementos de 
V são nós, e dois nós v, w estão ligados por uma resis-
tência de valor relacionado com p(v, w). Usando teoria 
de circuitos elétricos, é possível, dados dois nós v, w, 
calcular a resistência efetiva entre v e w, denotada 
Reff (v, w). Isto leva-nos ao seguinte teorema, que nos 
dá uma ferramenta muito forte para estudar transiência 
e recorrência:

Teorema: Fixe-se V, p e dois nós a, b ∈ V. Consi-
dere-se um passeio aleatório de início em a. Então, se 
Ta é o tempo até voltar a a e Tb é o tempo até chegar 
a b, temos que

onde                      .

A partir deste teorema é possível chegar a um cri-
tério bastante engraçado para testar recorrência.

É possível defi nir a resistência entre um nó a e "o 
infi nito", denominada Reff (a, ∞). A defi nição é razoá-
velmente técnica, mas consiste em identifi car todos os 
nós a distância maior de algum n de a, ver a resistência 
entre a e este nó fi ctício, e tomar o limite quando 
n → ∞. Temos o seguinte critério:

Teorema: Um passeio aleatório é recorrente sse 
Reff (a, ∞) = ∞, onde a é um nó qualquer.

Isto pode ser interpretado físicamente: um eletrão 
a passear num circuito elétrico fi ca para sempre nesse 
circuito sse a resistência entre o circuito e o exterior 
é infi nita. Concluimos então que há muito mais em 
comum entre circuitos e passeios aleatórios do que 
seria de esperar! ■

1
c(a) Reff (a,b)

P(Tb<Ta)=

1
r(a,b)c(a) =∑

b

{ 1/2         se    |n - m|  = 1

0              c.c. 
p(n, m) =

p(v, w)=1∑
w ∈ V

.

PERLA
SOUSI
Por: Duarte Maia
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"Por vezes, nas coisas mais simples do nosso dia a dia, é 
possível descobrir alguma Matemática, de certa forma 
especial e cheia de surpresas".

Perci Diaconis tornou esta introdução bastante clara 
ao relacionar, no seu Curso em Teoria de Probabilidade, 
dois temas a princípio não associados: baralhar cartas 
e somar números.

Desde já, vamos tentar perceber de quantas formas 
devemos baralhar cartas de modo a estas estarem 
misturadas! Para tal, começamos por formalizar todos 
os conceitos:

. Cartas - Grupo de permutações Sn

. Baralhar (Riffl e-Shuffl e) - Partir j cartas, onde o 
número de maneiras de o fazer é       2 − n

 ; 
Tendo dois conjuntos com A e B cartas, a probabi-

lidade de retirar a próxima carta do primeiro é         .
Estas condições defi nem uma distribuição (Gilbert-

-Shannon-Reeds) que, quando próxima da distribuição 
uniforme, representa a situação em que as cartas estão 
misturadas.

Começemos por defi nir Q(π) como a probabilida-
de de aparecer a permutação π, após um baralhar de 
cartas. Consequentemente, deduz-se que o produto de 
convolução Q * Q(π) = ∑ η∈Sn

 Q(η)Q(πη − 1) corresponde 
à probabilidade de a permutação ao fi m de 2 jogadas 
ser π, já que corresponde a escolher uma permutação  
η para a 1ª jogada e depois πη − 1 para a 2ª, somando 
sobre todos os η's. Com este tipo de pensamento, 
conseguimos inferir o que representa Qk=Q*k e pro-
va-se, deste modo, que esta distribuição tende para a 
uniforme, quando k→∞. 

Para além disso, podemos calcular esta expres-
são explicitamente através de Qk(π)=           com
r = r(π) = #{sequências crescentes em π}. 

Veja-se, por exemplo, que as sequências crescentes 
em π=(10, 8, 5, 3, 1, 2, 6, 7, 4, 9) são {1, 2}, {3, 4}, {5, 
6, 7}, {8, 9}, {10}. Os termos πi da permutação que 
quebram estas sequências (πi+1 < πi ) denominam-se 
de "descents". Neste caso, o conjunto dos descents é 
{10, 8, 5, 3, 7}. 

Relativamente ao tema "somar números", quando 
efetuamos o algoritmo da soma que aprendemos na 
primária, se a soma de uma coluna é superior a 10, 
guardamos um "carry" para a coluna seguinte, ou em 
português "e vai um". Apesar de ser um processo muito 
simples, se analisarmos o número de carries que surgem 
em cada coluna, podemos perceber que este apenas 
depende do número de carries existentes na coluna 
anterior. A um processo em que o estado presente 
depende apenas do estado anterior como este chama-
mos de cadeia de Markov.

Posteriormente, analisando ambos os temas, foi 
possível relacioná-los com o seguinte Teorema de Perci 
Diaconis, que, sucintamente, diz que se k0,  k1, ..., kl forem 
os carries mod b da soma de números de comprimento 
l e dj ( j=0, ..., l) a cardinalidade de "descents", quando 
n cartas são baralhadas j×b vezes, temos que:

P(k0 = a0, ..., kl = al ) = P(d0 = a0, ..., dl = al ),
o que identifi ca, em termos de probabilidade, os eventos 
que ocorrem em ambas as situações. ■

A
A+B

n
j )(

k+n−r
n )/n,(

PERSI
DIACONIS
Por: Guilherme Varela
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Qualquer pessoa que já teve uma caderneta de cromos 
terá feito a seguinte questão: quantos cromos será 
preciso comprar para a completar? Suponhamos que há 
n cromos para colecionar, todos com igual probabilidade 
de sair, e que em cada dia compramos um cromo, 
de forma independente. Então, a probabilidade de 
o número T de dias até a caderneta estar completa 
exceder um valor t, denotada P(T > t), é igual ou inferior 
a n vezes a probabilidade de cada cromo não sair nas 
primeiras t tentativas, que é (1−   )t. Em particular, 
quando t = n log(n) + cn para algum c > 0, 

P(T > t) ≤ n(1−   )n(log(n)+c) ≤ n(   ) 
log(n)+c = e  − c .

Mostra-se também que, quando t = n log(n) − cn, 
se verifi ca P(T<t) ≤ e −c. Podemos concluir que, com 
grande probabilidade, o número de cromos que se tem 
de comprar para completar uma caderneta de n cromos 
está próximo de n  log(n). 

Olhemos agora para outro problema. Considere-se 
o seguinte modo de baralhar um baralho de n cartas: 
em cada passo, uma carta é selecionada aleatoriamente 
e movida para o topo do baralho. Quantos passos são 
necessários para que as cartas fi quem bem baralhadas? 
Se este movimento for repetido consecutivamente, a 
sucessão das confi gurações do baralho é uma cadeia 
de Markov, cujo espaço de estados é o grupo Sn das 
permutações de n cartas. A distribuição estacionária 
desta cadeia é a distribuição uniforme, isto é, a 
distribuição de probabilidade em Sn que dá a cada 
permutação peso  1n!  . Sendo Px(y) a probabilidade de 
o baralho se encontrar na confi guração y ∈ Sn após t 
passos a partir da confi guração inicial x ∈ Sn, uma medida 
da diferença entre a distribuição Px (que descreve a 
distribuição do baralho após t passos) e a distribuição 
uniforme é a distância de separação, dada por

S(t) = max {1 − n! Px(y)}

1
n

1
n

1
e

t

t

1
n!

t t 1
n!

Seja T o número de passos até todas as n cartas 
terem sido selecionadas para serem movidas para o 
topo do baralho. Observe-se que, a partir do momento 
em que todas as cartas foram selecionadas, todas as 
permutações do baralho têm a mesma probabilidade,     .

Portanto,

Px(y) ≥ Px(y|T ≤ t) P(T ≤ t)=     P(T ≤ t),

donde se conclui que S(t) ≤ P(T > t).
Mas T é precisamente o tempo necessário para 

completar uma "caderneta" de n cartas recebidas 
aleatoriamente (com possíveis repetições). Portanto, 
daquilo que já sabemos sobre colecionar cromos, 
concluímos que a distância de separação verifi ca
S(n log(n)+cn) ≤ e −c. Se adotarmos esta estimativa,
n log(n), como o número de passos que se deve executar 
para considerarmos que as cartas estão bem baralhadas, 
então para um baralho de 54 cartas precisaríamos de 
205 passos deste método terrivelmente inefi ciente! 
Abordando estes e outros temas, Evita Nestoridi 
apresentou na Escola de Verão uma introdução à 
teoria das cadeias de Markov. Nesta série de palestras 
focada no conceito de tempos de mistura, o modesto 
problema da coleção de cromos surgiu uma e outra vez 
em contextos inesperados! ■

EVITA
NESTORIDI
Por: Pedro Capitão
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